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Vectors in 2-Space

• A scalar is a real number or quantity that has a 

magnitude, such as length and temperature

• A vector has both magnitude and direction and 

it can be represented by a boldface symbol or a 

symbol under an arrow, v or AB

Figure 07.1.1: Examples of vector quantities



Vectors in 2-Space (cont’d.)

• Characteristics of vectors

– The vector         has an initial point at A and a 

terminal point at B

– Equal vectors have the same magnitude and 

direction

– The negative of a vector has the same magnitude 

and opposite direction

AB



Vectors in 2-Space (cont’d.)

• Characteristics of vectors (cont’d.)

– If            is a scalar, the scalar multiple of a vector  

is a vector that is      times 

– Two vectors are parallel if they are nonzero scalar 

multiples of each other

0k 

k

Figure 07.1.3: Parallel vectors

ABk AB



Addition and Subtraction 

of 2-space vectors
Figure 07.1.4: Vector 

՜
𝐴𝐷 is the sum of 

՜
𝐴𝐵 and

՜
𝐴𝐶

Figure 07.1.5: Vector 
՜
𝐶𝐵 is the difference of 

՜
𝐴𝐵 and 

՜
𝐴𝐶



)cos(2
22

YXYXZ ++=

Addition of 2-space vectors

Law of Cosines



Vectors in 2-Space (cont’d.)

• A vector is an ordered pair of real 

numbers where      and     are the components

of the vector

– Addition and subtraction of vectors, multiplication 

of vectors by scalars, and so on, are defined in 

terms of components

1 2,a a=a

1a 2a

3,2j3i2a −=−=



Vectors in 2-Space (cont’d.)

• The component definition of a vector can be 

used to verify the following properties of 

vectors

สลบัท่ี
เปล่ียนหมู่
เอกลกัษณก์ารบวก
ผกผนัการบวก



Vectors in 2-Space (cont’d.)

• The magnitude, length, or norm of a vector  

a is denoted by

• A vector u with magnitude 1 is a unit vector

– is the normalization of a

– The unit vectors                 and                are the 

standard basis for two-dimensional vectors 

where     and       are horizontal and vertical 

components of a, respectively

a 2 2

1 2a a= +

( )1/=u a a

1,0=i 0,1=j

1 2 1 2,a a a a= = +a i j

1a 2a



Vectors in 2-Space (cont’d.)



Vectors in 3-Space

• In three dimensions, or 3-space, a rectangular 

coordinate system is constructed with three 

mutually orthogonal axes

Figure 07.2.2: Rectangular coordinates in 3-space Figure 07.2.3: Octants



Vectors in 3-Space (cont’d.)

• The distance between two points

• The coordinates of the midpoint of a line 

segment between two points

( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2

1 2 2 1 2 1 2 1,d P P x x y y z z= − + − + −

1 2 1 2 1 2, ,
2 2 2

x x y y z z+ + + 
 
 

29416924)(627))(3(21))((2d =++=−+−−−+−−=

จงหาระยะทาง (d) ระหวา่งจุด (2,-3,6) และ (-1,-7,4)



Vectors in 3-Space (cont’d.)

• A vector a in 3-space is any ordered triple of 

real numbers

1 2 3, ,a a a=a



Vectors in 3-Space (cont’d.)

• Any vector                         can be expressed as 

a linear combination of the unit vectors

1,0,0=i 0,1,0=j

1 2 3 1 2 3, ,a a a a a a= = + +a i j k

0,0,1=k

1 2 3, ,a a a=a

Figure 07.2.8a: i, j, and k form a basis for R3

จุด 1= (-1,3,7)

จุด 2= (3,3,7)

จุด 3= (-1,6,4)

จุด 4= (3,6,4)

1

2

3

4

5

6

จุด 5,6 = ?

(3,6,7), (-1,3,4)



Dot Product

• In 2-space, 𝐚 ∙ 𝐛 = 𝑎1𝑏1 + 𝑎2𝑏2
• In 3-space, 𝐚 ∙ 𝐛 = 𝑎1𝑏1 + 𝑎2𝑏2 + 𝑎3𝑏3
• In n-space, 𝐚 ∙ 𝐛 = 𝑎1𝑏1 + 𝑎2𝑏2+…+ 𝑎𝑛𝑏𝑛

• Alternative form of the dot product cos =a b a b

a = −3i − j + 4k, b = 2i + 14j + 5k, a ∙ b = −6 − 14 + 20 = 0



Dot Product (cont’d.)

• 2 vectors (a and b) are orthogonal if  ab = 0 

• The angle between two vectors is given by

1 1 2 2 3 3cos
a b a b a b


+ +

=
a b

kj5ib,kj3i2a ++−=++=

14b.a,27b,14a ===

= 9.43
2714

14
cos



Component of a on b (ปริมาณสเกลาร์)

• The component of a on b  คือ comp


=
b

a b
a

b



Component of a on b

• The component of a on i

• The component of a on j

• The component of a on k

ia
i

ia
acomp

i
=


=

ja
j

ja
acomp

j
=


=

ka
k

ka
acomp

k
=


=

Component of a on a vector b, we dot a with a unit vector in the direction of b



Projection of a on b (ปริมาณเว็คเตอร์)

projba = compba
b

b
=

a∙b

b

b

b
=

a∙b

b∙b
b

เว็คเตอรห์น่วยตามแนว b



projba = compba
b

b
=

a∙b

b

b

b
=

a∙b

b∙b
b

Projection of a on b



Dot Product (Direction Cosines)

ka

ka
cos,

ja

ja
cos,

ia

ia
cos


=


=


= γβα

a

a
cos,

a

a
cos,

a

a
cos 321 === γβα

 " "are called cos,cos,cos Cosines Direction γβα

k4j5i2a ++=

=α =β =γ
−









7.72

45

21
cos 

−








8.41

45

51
cos 

−








4.53

45

41
cos

ถ้า a = a1i + a2j + a3k, มุม 𝛼, 𝛽, 𝛾 ระหว่างเวคเตอร์ a และ
เวคเตอร์ i, j, k จะถูกเรียกว่า “Direction Angles”



a

b

สมมุติให้ระยะ C − H เท่ากับ 1.1 Å ,=109.5

จงหาระยะ H − H=?

b − aระยะ  H − H = b − a

ตัวอย่าง



Cross Product

• Determinants (ทบทวน)

• Cross Product of 2 vectors is given by

1 2

1 2 2 1

1 2

a a
a b a b

b b
= −

1 2 3

2 3 1 3 1 2

1 2 3 1 2 3

2 3 1 3 1 2

1 2 3

a a a
b b b b b b

b b b a a a
c c c c c c

c c c

= − +

1 2 3

1 2 3

i j k

a a a

b b b

 =a b ( ) ( ) ( )2 3 3 2 1 3 3 1 1 2 2 1a b a b a b a b a b a b= − − − + −i j k



Cross Product (cont’d.)

• is orthogonal to the plane containing a and b

• The magnitude of the cross product is given by

• 2 nonzero vectors are parallel if

• if a, b, and c are coplanar 

a b

sin =a b a b

( ) 0  =a b c

𝐚 × 𝐛 = 𝐚 𝐛 𝐬𝐢𝐧𝟎° = 𝟎



Cross Product (cont’d.)



Lines and Planes in 3-Space

• The vector equation for a line 

is

– r, r1, r2 คือเว็คเตอร์จากจุดก าเนิดชี้ไป
ที่เส้นตรง

–สเกลาร์ t คือพารามิเตอร์

– เว็คเตอร์ a คือเว็คเตอร์ทิศทาง
(มีทิศทางเดียวกับเว็คเตอร์ r-r2)

2 t= +r r a

Figure 07.5.1: Line through distinct points in 3-space



Example

• จงหาสมการเวคเตอร์ส าหรับเส้นตรงที่ผ่าน (2,-1,8) และ (5,6,-3)

a = <2-5,-1-6,8-(-3)> = <-3,-7,11> 
หรือ

a = <5-2,6-(-1),-3-8> = <3,7,-11>

ดังนั้น สมการเวคเตอร์ มีค่าเท่ากับ

<x,y,z> = r2 + t*a = <2,-1,8> + t<-3,-7,11>

<x,y,z> = r2 + t*a = <5,6,-3> + t<3,7,-11>



Lines and Planes in 3-Space (cont’d.)

• The vector equation for a plane is 

– Plane passes through a given point and has a specified 

normal vector n

– r1 and r are vectors from the origin (0,0) to points P1, P 

on the plane

( )1 0 − =n r r

Figure 07.5.3: Vector n is perpendicular to a plane

rr1

Origin



Examples
1. จงหาสมการของระนาบซ่ึงมีเวคเตอร์ตั้งฉาก n = 2𝐢 + 8𝐣 − 5𝐤 และมีจุด (4, −1,3)

อยูบ่นระนาบดงักล่าว?

𝑃1𝑃 = r − r1 = x − 4 𝐢 + y + 1 𝐣 − z − 3 𝐤 = 0

n. (r − r1) = 2 x − 4 + 8 y + 1 − 5 z − 3 = 0

สมการของระนาบ คือ 2x + 8y − 5z + 15 = 0

2. จงหาสมการของระนาบท่ีมีจุด (1,0, −1), (3,1,4) และ (2, −2,0) อยูบ่นระนาบ
ൠ

(3,1,4)
(1,0, −1)

u = 2𝐢 + 1𝐣 + 5𝐤,

ൠ
(3,1,4)
(2, −2,0)

v = 1𝐢 + 3𝐣 + 4𝐤

ൠ
(x, y, z)
(2, −2,0)

w = (x − 2)𝐢 + (y + 2)𝐣 + z𝐤

u × v =
𝐢 𝐣 𝐤
2 1 5
1 3 4

= −11𝐢 − 3𝐣 + 5𝐤

u × v .w = 0 = −11 x − 2 − 3 y + 2 + 5z
−11x − 3y + 5z + 16 = 0

z

x

y

( )1 0 − =n r r



Examples
3. จงหาสมการของระนาบท่ีมีจุด (1, 2, -1), (4, 3, 1), (6, 4, 4) อยูบ่นระนาบ

ൠ
(1,2, −1)
(4,3,1)

u = 3𝐢 + 1𝐣 + 2𝐤

ൠ
(4,3,1)
(6,4,4)

v = 2𝐢 + 1𝐣 + 3𝐤

ൠ
(4,3,1)
(x, y, z)

w = (x − 4)𝐢 + (y − 3)𝐣 + (z − 1)𝐤

u × v =
i j k
3 1 2
2 1 3

= 𝐢 − 5𝐣 + 𝐤

u × v .w = 0 = x − 4 − 5 y − 3 + z − 1
x − 5y + z + 10 = 0

( )1 0 − =n r r



Examples



Orthonormal Basis (ฐานเชิงตั้งฉาก) 

• Every vector 𝐮 in 𝑅2 (n=2) can be written as a linear 

combination of the vectors in the standard basis 𝐵 =

{𝐞𝟏, 𝐞𝟐}, where 𝐞𝟏 = ෝ𝒙 = 𝐢 = 1,0 , 𝐞𝟐 = ෝ𝒚 = 𝐣 = 0,1

• Every vector 𝐮 in 𝑅3 can be written as a linear combination 

of the vectors in the standard basis 𝐵 = {𝐞𝟏, 𝐞𝟐, 𝐞𝟑} =

i, j, k หรือ i = 1,0,0 , j = 0,1,0 , k = 0,0,1



Orthonormal Basis (ฐานเชิงตั้งฉาก) 

• Every vector 𝐮 in 𝑅n can be written as a linear combination 

of the vectors in the standard basis 𝐵 =

{𝐞𝟏, 𝐞𝟐, … , 𝐞𝐧}, where 𝐞𝟏 = 1,0,0, … , 0 , 𝐞𝟐 =

0,1,0, … , 0 , … , 𝐞𝐧 = 0,0,0, … , 1

• Orthonormal basis =  mutually orthogonal (𝐞i ∙ 𝐞j = 0, i ≠ j ) 

and unit vectors ( 𝐞i = 1 , i = 1,2, … , 𝑛) 

• HOW TO transform or convert any basis 𝐵 of 𝑅n into an 

orthonormal basis?



Example of Orthonormal Basis for 𝑅3

= k

= i

= j

y= x[0]i+ x[1]j+ x[2]k

y

y



Example of Orthonormal Basis for 𝑅n



Orthonormal Basis



Gram–Schmidt Orthogonalization Process

(แกรม-ชมิดท์ ออโธโกนอล โพรเซส)

• Gram– Schmidt orthogonalization process is an algorithm for 

generating an orthogonal basis 𝐵′ = {𝐯1, 𝐯2, … , 𝐯n}, from any 

given basis 𝐵 = {𝐮1, 𝐮2, … , 𝐮n}, for 𝑅n

• Key idea in the orthogonalization process is vector projection

• Creating an orthonormal basis 𝐵′′ = {𝐰1, 𝐰2, … ,𝐰n} by 

normalizing the vectors in the orthogonal basis 𝐵′

• How?

• (ทบทวน projba)



Gram–Schmidt Orthogonalization Process

(Constructing an Orthogonal Basis for R2)

• Transformation of a basis 𝐵 = {𝐮1, 𝐮2}, for 𝑅2

into an orthogonal basis 𝐵′ = {𝐯1, 𝐯2} consists 

of 2 steps. 

• Next, we project the remaining vector 𝐮2 in B

onto the vector 𝐯1 and define a second vector 

to be 𝐯2 = 𝐮2 − proj𝐯1𝐮2

• proj𝐯1𝐮2 =
𝐮2∙𝐯𝟏

𝐯1∙𝐯𝟏
𝐯𝟏

• The first step, we choose one of the vectors in 

B, say, 𝐮1, and rename it 𝐯1



Gram–Schmidt Orthogonalization Process

(Constructing an Orthogonal Basis for R2)

𝐯1 = 𝐮1

𝐯2 ∙ 𝐯1 = 0

𝐯2 = 𝐮2 −
𝐮2∙𝐯𝟏

𝐯1∙𝐯𝟏
𝐯𝟏



Gram–Schmidt Orthogonalization Process

(Constructing an Orthogonal Basis for R2)

A = [3 1;1 1]'; B = grams(A)



Gram–Schmidt Orthogonalization Process

(Constructing an Orthogonal Basis for R3)

projv1u2

projv1u3
projv2u3



Gram–Schmidt Orthogonalization Process

(Constructing an Orthogonal Basis for R3)

A = [1 1 1;1 2 2;1 1 0]';

B = grams(A)



Gram–Schmidt Orthogonalization Process



Thanks



Gram–Schmidt Orthogonalization Process

• สมมุติว่า 𝐵 = 𝐰𝟏, 𝐰𝟐, … ,𝐰𝐧 เป็นฐานตั้งฉาก (Orthogonal 

basis) ส าหรับ 𝐑𝑛 และถ้า 𝐮 เป็นเว็คเตอร์ใดๆใน 𝐑𝑛, ดังนั้น 

𝐮 = 𝐮 ∙ 𝐰𝟏 𝐰𝟏 + 𝐮 ∙ 𝐰𝟐 𝐰𝟐 +⋯+ (𝐮 ∙ 𝐰𝒏)𝐰𝒏

• ฐาน B ของ 𝐑𝑛 สามารถถูกแปลงเป็นฐานที่ตั้งฉาก

𝐵′ = 𝐯𝟏, 𝐯𝟐, … , 𝐯𝒏 แล้วแปลงเป็นฐานที่ตั้งฉาก 𝐵′′ =
𝐰𝟏, 𝐰𝟐, … ,𝐰𝒏 โดยการท านอร์มอลไลซ์เว็คเตอร์ใน 𝐵′

• เว็คเตอร์ 𝐯𝑛 และ 𝐰𝑛 เป็นเว็คเตอร์ที่ตั้งฉากกันและเป็นเว็คเตอร์หน่วย



• ตัวอย่าง: การแปลงเซ็ท 𝐵 = 𝐮𝟏, 𝐮𝟐 ไปเป็นฐานตั้งฉาก  𝐵′′ =
𝐰𝟏, 𝐰𝟐 (โดยที่ 𝐮𝟏 = 3,1 และ 𝐮𝟐 = 1,1 )   

– เลือก 𝐯𝟏 = 𝐮𝟏 = 3,1 และ 𝐯𝟐 = 𝐮𝟐 −
𝐮𝟐∙𝐯𝟏

𝐯𝟏∙𝐯𝟏
𝐯𝟏 =

1,1 −
4

10
3,1 = −

1

5
,
3

5

– เซ็ท 𝐵′ = 3,1 , −
1

5
,
3

5
จะมีฐานตั้งฉากส าหรับ R2

Gram–Schmidt Orthogonalization Process



•ตัวอย่าง:
– ท าได้โดยการนอร์มัลไลซ์เว็คเตอร์ 𝐯𝟏 และ 𝐯𝟐

𝐰𝟏 =
𝐯𝟏
𝐯𝟏

=
3

10
,
1

10
และ 𝐰𝟐 =

𝐯𝟐
𝐯𝟐

= −
1

10
,
3

10

– ฐานใหม่ท่ีตั้งฉาก(new orthonormal basis ) เท่ากบั

– 𝐵′′ = 𝐰𝟏, 𝐰𝟐 =
3

10
,

1

10
, −

1

10
,

3

10

Gram–Schmidt Orthogonalization Process



• เซ็ทของเว็คเตอร์ 𝐵 = 𝐱𝟏, 𝐱𝟐, … , 𝐱𝐧 ในปริภูมิเวกเตอร์ 𝑉
คือเกณฑ์หลักส าหรับ 𝑉 ถ้า

– B เป็นอิสระแบบเชิงเสน้ (linearly independent)

– แต่ละเว็คเตอร์ใน 𝑉 จะอยู่รูปผลรวมเชิงเส้นของเว็คเตอร์เหลา่นั้น

– เซ็ทของเว็คเตอร์ 𝐱𝟏, 𝐱𝟐, … , 𝐱𝐧 เป็นอิสระเชงิเสน้ ถ้ามี
ค่าคงที่ที่สอดคล้องกับสมการด้านลา่ง

–𝑘1𝐱𝟏 + 𝑘2𝐱𝟐 +⋯+ 𝑘𝑛𝐱𝐧 = 𝟎 เพราะ 𝑘1 =
𝑘2 = ⋯𝑘𝑛 = 0

ปริภูมิเวกเตอร์ (Vector Spaces)



1. Introduction to multi-variable calculus. 

2. Polar coordinates. 

3. Analysis of functions of several variables, 

4. vector valued functions, 

5. partial derivatives, and 

6. multiple integrals. 

7. Vector analysis. 

8. Optimization techniques, 

9. parametric equations, 

10. line integrals, 

11. surface integrals and 

12. major theorems concerning their applications: Green’s theorem, Divergence theorem, Gauss theorem. 

13. Complex variable. 

14. Functions of a complex variable. 

15. Derivatives and Cauchy- Riemann equations. 

16. Integrals and Cauchy integral theorem. 

17. Power and Laurent Series. 

18. Residue theory. 

19. Conformal mapping and 

20. Fourier series applications.
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