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ล ำดับและอนุกรม (Sequences and Series)

• ล ำดับ 𝑧𝑛  เป็นฟังก์ชันซึ่งมีโดเมนเป็นเซตของจ ำนวนเต็มบวก n=1, 

2, 3, . . .,

• ตัวอย่ำงเช่น ล ำดับ{ 1 + 𝑖𝑛} 

• ถ้ำ lim
𝑛→∞

𝑧𝑛 = 𝐿 ดังนั้น ล ำดับ 𝑧𝑛  จะลู่เข้ำ(Convergence)

• 𝑧𝑛  จะลู่เข้ำ ถ้ำทุกค่ำ  ที่เป็นบวก สำมำรถหำค่ำ 𝑁 ได้ที่ท ำให้ 
𝑧𝑛 − 𝐿 < 𝜀 เมื่อ 𝑛 > 𝑁 

If {zn} converges to L,  all but a finite number of terms 
are in any -neighborhood of L



ล ำดับและอนุกรม (Sequences and Series)

• ตัวอย่ำง: ล ำดับ 
𝑖𝑛+1

𝑛
 ลู่เข้ำเพรำะ 𝑙𝑖𝑚

𝑛→∞

𝑖𝑛+1

𝑛
= 0 ดังจะเห็นได้จำก  

𝑖𝑛+1

𝑛
= −1, −

𝑖

2
,

1

3
,

𝑖

4
, −

1

5
 เมื่อ 𝑛 = 1,2,3,4,5

• ล ำดับ 𝑧𝑛  จะลู่เข้ำสู่จ ำนวนเชิงซ้อน 𝐿 ถ้ำและเพียงถ้ำ 𝑅e(𝑧𝑛) ลู่เข้ำสู่ 𝑅𝑒(𝐿) และ 
𝐼m(𝑧𝑛) ลู่เข้ำสู ่Im 𝐿

• ตัวอย่ำง: ล ำดับ 
𝑛𝑖

𝑛+2𝑖
 จะลู่เข้ำสู่ 𝑖 เนื่องจำก 𝑅𝑒(

𝑛𝑖

𝑛+2𝑖
) ลู่เข้ำสู่ 𝑅𝑒 𝐿 = 0 และ 

𝐼𝑚(𝑧𝑛) ลู่เข้ำสู่ 𝐼𝑚 𝐿 = 1

 𝑧𝑛 =
𝑛𝑖

𝑛+2𝑖
=

2𝑛

𝑛2+4
+ 𝑖

𝑛2

𝑛2+4
= 0 + 𝑖 เมื่อ 𝑛 → ∞

 



ล ำดับและอนุกรม (Sequences and Series)

• เงื่อนไขส ำหรับกำรลู่ออก (Divergence) และลู่เข้ำ (Convergence)

–ถ้ำ σ𝑘=1
∞ 𝑧𝑘 ลู่เข้ำ แล้ว lim

𝑛→∞
𝑧𝑛 = 0

–ถ้ำ lim
𝑛→∞

𝑧𝑛 ≠ 0 แล้ว อนุกรม σ𝑘=1
∞ 𝑧𝑘 ลู่ออก 

– อนุกรมอนันต์ (Infinite series) σ𝑘=1
∞ 𝑧𝑘 ถูกเรียกว่ำลู่เข้ำแบบ

สัมบูรณ ์(absolutely convergence) ถ้ำ σ𝑘=1
∞ 𝑧𝑘 ลู่เข้ำ

• กำรลู่เข้ำแบบสัมบูรณ์บอกเป็นนัยว่ำ “ลู่เข้ำ”



อนุกรม (Series)

• อนุกรม : อนุกรมอนันต์ของจ ำนวนเชิงซ้อน 

෍

𝑘=1

∞

𝑧𝑘 = 𝑧1 + 𝑧2 + 𝑧3 + ⋯ + 𝑧𝑛 + ⋯ = 𝑆∞

• อนุกรมเรขำคณิต: อนุกรมอนันต์ของจ ำนวนเชิงซ้อน 

෍

𝑘=1

∞

𝑎𝑧𝑘−1 = 𝑎 + 𝑎𝑧1 + 𝑎𝑧2 + ⋯ + 𝑎𝑧𝑛−1 + ⋯ = 𝑆∞



อนุกรม (Series)

𝑆𝑛 = 𝑎1 + 𝑎1𝑧1 + 𝑎1𝑧2 + ⋯ + 𝑎1𝑧𝑛−1

𝑧𝑆𝑛 =  𝑎1𝑧1 + 𝑎1𝑧2 + ⋯ + 𝑎1𝑧𝑛−1 + 𝑎1𝑧𝑛

 𝑆𝑛 = 𝑎1
(1−𝑧𝑛)

1−𝑧

𝑆𝑛 = 𝑎1 + 𝑎1 + 𝑧 + 𝑎1 + 2𝑧 + 𝑎1 + 3𝑧 + ⋯ + 𝑎1 + (𝑛 − 1)𝑧

𝑆𝑛 = 𝑎1 + 𝑛 − 1 𝑧 + 𝑎1 + 𝑛 − 2 𝑧 + 𝑎1 + 𝑛 − 3 𝑧 + ⋯ + 𝑎1 + 𝑧 + 𝑎1

2𝑆𝑛 = 2𝑎1 + 𝑛 − 1 𝑧 + 2𝑎1 + 𝑛 − 1 𝑧 + ⋯ + 2𝑎1 + 𝑛 − 1 𝑧
2𝑆𝑛 = 𝑛 2𝑎1 + 𝑛 − 1 𝑧

𝑆𝑛 =
𝑛

2
2𝑎1 + 𝑛 − 1 𝑧 =

𝑛

2
𝑎1 + 𝑎𝑛



ล ำดับและอนุกรม (Sequences and Series)

• กำรทดสอบอัตรำส่วนและรำกของจ ำนวนเชิงซ้อนสำมำรถน ำไป
ประยุกต์ใช้กับอนุกรมก ำลัง (power series)



ล ำดับและอนุกรม (Sequences and Series)

• กำรทดสอบอัตรำส่วนและรำกของจ ำนวนเชิงซ้อนสำมำรถน ำไป
ประยุกต์ใช้กับอนุกรมก ำลัง (power series)

• อนุกรมก ำลัง อยู่ในรูปดังนี้

෍

𝑘=0

∞

𝑎𝑘(𝑧 − 𝑧0)𝑘 = 𝑎0 + 𝑎1 𝑧 − 𝑧0 + 𝑎2(𝑧 − 𝑧0)2+ ⋯



อนุกรมเทย์เลอร์ (Taylor Series)

• คุณสมบัติของอนุกรมก ำลัง (Properties of a power series)

– อนุกรมก ำลังแทนฟังก์ชันต่อเนื่อง 𝑓 ภำยในวงกลมของกำรลู่เข้ำ 
𝑧 − 𝑧0 = 𝑅 โดยที่ 𝑅 ≠ 0

– อนุกรมก ำลังถูกรวมเทอมต่อเทอมภำยในวงกลมของกำรลู่เขำ้
ส ำหรับทุกๆคอนทัวร์ 𝐶 ทั้งหมดภำยในวงกลม

– อนุกรมก ำลังถูกอนุพันธ์เทอมต่อเทอม ภำยในวงกลมของกำรลู่เข้ำ 

– อนุกรมก ำลังแทนฟังก์ชันวิเครำะหภ์ำยในวงกลมของกำรลูเ่ข้ำ 



อนุกรมเทย์เลอร์ (Taylor Series)

𝑓 𝑥 = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥2 + 𝑎3𝑥3 + 𝑎4𝑥4 + ⋯

𝑓′ 𝑥  = 𝑎1 + 2𝑎2𝑥 + 3𝑎3𝑥2 + 4𝑎4𝑥3 + 5𝑎5𝑥4 + ⋯

𝑓′′ 𝑥  = 2𝑎2 + 3 2 𝑎3𝑥 + 4 3 𝑎4𝑥2 + 5 4 𝑎5𝑥3 + ⋯

𝑓′′′ 𝑥 = 3 2 1 𝑎3 + 4 3 2 𝑎4𝑥 + 5 4 3 𝑎5𝑥2 + ⋯

𝑓′′′′ 𝑥 = 4 3 2 1 𝑎4 + 5 4 3 2 𝑎5𝑥 + ⋯

𝑓 0 = 𝑎0, 𝑓′ 0 = 𝑎1, 𝑓′′ 0 = 2𝑎2, 𝑓′′′ 0 = 3 2 1 𝑎3, 𝑓′′′′ 0 = 4 3 2 1 𝑎4

𝑎0 = 𝑓 0 , 𝑎1 =
𝑓′ 0

1
, 𝑎2 =

𝑓′′ 0

2 × 1
, 𝑎3 =

𝑓′′′ 0

3 × 2 × 1
, 𝑎4 =

𝑓′′′′ 0

4 × 3 × 2 × 1
, 𝑎𝑛 =

𝑓𝑛 0

𝑛!

𝑓 𝑥 =
𝑓 0

0!
+

𝑓′ 0

1!
𝑥 +

𝑓′′ 0

2!
𝑥2 +

𝑓′′′ 0

3!
𝑥3 + ⋯ = ෍

𝑛=0

∞
𝑓𝑛 0

𝑛!
𝑥𝑛



ตัวอย่ำงTaylor Series ∶ 𝑓 𝑥 =
𝑓 0

0!
+

𝑓′ 0

1!
𝑥 +

𝑓′′ 0

2!
𝑥2 + ⋯ = ෍

𝑛=0

∞
𝑓𝑛 0

𝑛!
𝑥𝑛

1. e1 = e = σn=0
∞ 1

n!
= 1 + 1 +

1

2!
+

1

3!
+ ⋯ = 1 + 1 +

1

2
+

1

6
+ ⋯ ≈ 2.71828

2. ex = σn=0
∞ 1

n!
xn =

x0

0!
+

x1

1!
+

x2

2!
+

x3

3!
+ ⋯ = 1 + x +

x2

2
+

x3

6
+ ⋯

3. e2 = σn=0
∞ 1

n!
2n =

20

0!
+

21

1!
+

22

2!
+

23

3!
+ ⋯ = 1 + 1 +

1

2
+

1

6
+ ⋯ ≈ 7.389

4. sin x = x −
x3

3!
+

x5

5!
−

x7

7!
+

x9

9!
− ⋯

5. cos x = 1 −
x2

2!
+

x4

4!
−

x6

6!
+

x8

8!
− ⋯

6. 1 + x = 1 +
x

2
−

x2

8
+

x3

16
−

5x4

128
+ ⋯



อนุกรมเทย์เลอร์ (Taylor Series)

• ถ้ำ 𝑓 เป็นฟังก์ชนัวิเครำะห์ภำยในโดเมน 𝐷 และ 𝑧0 เป็น จุดใน 𝐷,𝑓 

จะมีอนุกรมเทย์เลอร์ ดังนี้

𝑓 𝑧 = ෍

𝑘=0

∞
𝑓(𝑘) 𝑧0

𝑘!
𝑧 − 𝑧0

𝑘

 ใช้ได้ส ำหรับวงกลมใหญ่สุด 𝐶 ด้วยจุดศูนย์กลำง                           
และรัศม ีR ทั้งหมดภำยใน 𝐶

• อนุกรมเทย์เลอร์ ด้วยจุดศูนย์กลำง 𝑧0 = 0 คือ อนุกรมแมคลอริน 

(Maclaurin series) 𝑓 𝑧 = σ𝑘=0
∞ 𝑓(𝑘) 0

𝑘!
𝑧𝑘

Figure 19.2.1: Circular 
contour C used in proof of 
Theorem 19.2.4



อนุกรมลอเรนต์(Laurent Series)

• ถ้ำ 𝑓 เป็นฟังก์ชนัวิเครำะห์ภำยในโดเมนรูปวงแหวน 𝐷 ซึ่งถูกก ำหนด
โดย 𝑟 < 𝑧 − 𝑧0 < 𝑅,ดังนั้น 𝑓 มีอนุกรมลอเรนต์ ดังนี้

– ใช้ได้ส ำหรับ 𝑓 𝑧 = σ𝑘=−∞
∞ 𝑎𝑘 𝑧 − 𝑧0

𝑘

– 𝑧0 อยู่ภำยใน 𝐶, ซึ่งทั้งหมดอยู่ใน 𝐷

– ค่ำสัมประสิทธิ์ ถูกเขียนได้ดังนี้

𝑎𝑘 =
1

2𝜋𝑖
ර

𝐶

𝑓 𝑠

𝑠 − 𝑧0
𝑘+1

𝑑𝑠

𝑘 = 0, ±1, ±2, …
Figure 19.3.1: Contour in 

Theorem 19.3.1



ซีโรและโพล (Zeros and Poles)

𝑓 𝑧 = ෍

𝑘=−∞

∞

𝑎𝑘 𝑧 − 𝑧0
𝑘 = ෍

𝑘=1

∞

𝑎−𝑘 𝑧 − 𝑧0
−𝑘 + ෍

𝑘=0

∞

𝑎𝑘 𝑧 − 𝑧0
𝑘

• คืออนุกรมลอเรนต์เป็นตัวแทนส ำหรับดิสก์เปิดแบบมีรู

– ส่วนประกอบหลัก คือเทอมที่มีค่ำก ำลังติดลบของ 𝑧 − 𝑧0 

– ภำวะเอกฐำนขจัดได้ (removable singularity) มีส่วนประกอบหลัก
เป็นซีโร

– โพลมีส่วนประกอบหลัก เป็นจ ำนวนจ ำกัดที่ไม่ใช่เทอมที่เป็นศูนย์

– ภำวะเอกฐำนหลัก (essential singularity) มีส่วนประกอบหลักเป็น
เทอมที่เไม่ใช่ศูนย์จ ำนวนอนันต์



ซีโรและโพล (Zeros and Poles)

• อนุกรมลอเรนต์ส ำหรบั 𝑓 เมื่อ 𝑧 = 𝑧0 เป็นภำวะเอกฐำนที่เปนเอก
เทศ (isolated singularity) ถูกเขียนได้โดย 



ซีโรและโพล (Zeros and Poles)

• 𝑧0 คือซีโรของฟังก์ชัน 𝑓 ถ้ำ 𝑓(𝑧0) = 0

• ฟังก์ชันวิเครำะห์ 𝑓 มีซีโรล ำดับ 𝑛 ท่ี z = 𝑧0 ถ้ำ 

𝑓(𝑧0) = 0, 𝑓′(𝑧0) = 0, 𝑓′′(𝑧0) = 0, … , 𝑓(𝑛−1)(𝑧0) = 0 แต่ 

𝑓(𝑛)(𝑧0) ≠ 0 

• ส ำหรับฟังก์ชัน 𝑓 และ 𝑔 ทั้งคู่เป็นฟังก์ชันวิเครำะห์ที่ z = 𝑧0, 𝑓 ซีโรล ำดับ 𝑛 

ที่ z = 𝑧0 และ 𝑔(𝑧0) ≠ 0 ฟังก์ชัน 𝐹 𝑧 =
𝑔(𝒛)

𝑓(𝒛)
 มีโพลล ำดับ 𝑛 ท่ี 

z = 𝑧0   

– คุณสมบัตินี้สำมำรถหำโพลโดยวิธีกำรตรวจสอบ



ส่วนตกค้ำงและทฤษฎีส่วนตกค้ำง
(Residues and Residue Theorem)

• ค่ำสัมประสิทธิ์ 𝑎−1 ในอนุกรมลอเรนต์ถูกเรียกว่ำ ส่วนตกค้ำง (residue) ของ 
𝑓 ที่ภำวะเอกฐำนที่เปนเอกเทศ 𝑎0

𝑎−1 = 𝑅𝑒𝑠(𝑓 𝑧 , 𝑧0)

– ที่โพลแบบง่ำย,
Res 𝑓 𝑧 , 𝑧0 = lim

𝑧→𝑧0

(𝑧 − 𝑧0) 𝑓 𝑧

– ที่โพลล ำดับ 𝑛, 

Res 𝑓 𝑧 , 𝑧0 =
1

(𝑛 − 1)!
lim

𝑧→𝑧0

𝑑𝑛−1(𝑧 − 𝑧0)𝑛𝑓 𝑧

𝑑𝑧𝑛−1



ส่วนตกค้ำงและทฤษฎีส่วนตกค้ำง
(Residues and Residue Theorem)

• ในบำงกรณ,ี เรำสำมำรถประเมินค่ำอินทิกรลัเชงิซอ้นโดยกำรรวมส่วน
ตกค้ำงที่ภำวะเอกฐำนที่เปนเอกเทศของ 𝑓 ภำยในคอนทัวร์ปิด 𝐶

ර

𝐶

𝑓 𝑧 𝑑𝑧 = 2𝜋𝑖 Res (𝑓 𝑧 , 𝑧𝑘)



กำรประมำณค่ำอินทิกรัลจริง
(Evaluation of Real Integrals)

• พฤติกรรมของอินทิกรัล โดยที่ 𝑓 𝑧 =
𝑃(𝑧)

𝑄(𝑧)
, ดีกรีของ 𝑃(𝑧) คือ 𝑛 และ 𝐶𝑅 คือ คอนทัวร์ครึ่ง

วงกลม 𝑧 = 𝑅𝑒𝑖𝜃 , 0 ≤ 𝜃 ≤ 𝜋

– ส ำหรับดีกรีของ 𝑄(𝑧) ของ 𝑚 ≥ 𝑛 + 2 และ 𝑅 ⟶ ∞

ර
𝐶

𝑓 𝑧 𝑑𝑧 ⟶ 0

– ส ำหรับดีกรีของ 𝑄(𝑧) ของ 𝑚 ≥ 𝑛 + 1 และ 𝑅 ⟶ ∞

ර
𝐶

(
𝑃(𝑧)

𝑄(𝑧)
)𝑒𝑖𝛼𝑧𝑑𝑧 ⟶ 0 

ส ำหรับ 𝑓 ที่มีโพลแบบง่ำย z = 𝑐 อยู่บนแกนจริงของ 𝐶𝑅 ถูกก ำหนดโดย 
𝑧 = 𝑐 + 𝑟𝑒𝑖𝜃, 0 ≤ 𝜃 ≤ 𝜋

lim
𝑟→0

න
𝐶𝑅

𝑓(𝑧) 𝑑𝑧 = 𝜋𝑖 𝑅𝑒𝑠(𝑓 𝑧 , 𝑐)
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