
Lecture4-Integration in the Complex Plane

Chapter 18

Assoc. Prof. Dr. Santhad Chuwongin



Outline

18.1  คอนทัวร์อินทิกรัล (Contour Integrals)

18.2  ทฤษฎีบทของโคชี-กูร์ซาต (Cauchy–Goursat Theorem)

18.3  ความเป็นอิสระของเส้นทาง (Independence of Path)

18.4  สูตรโคชีอินทิกรัล (Cauchy’s Integral Formulas)



คอนทัวร์อินทิกรัล (Contour Integrals)

• ให้ 𝑓 𝑧 = 𝑢 𝑥, 𝑦 + 𝑖𝑣(𝑥, 𝑦) สามารถหาค่าได้ที่ทุกจุดบนเส้นโค้งเรยีบ 
𝐶 ซึ่งคือ  𝑥 = 𝑥 𝑡 ,  𝑦 = 𝑦 𝑡 ,  𝑎 ≤ 𝑡 ≤ 𝑏

• แบ่ง 𝐶เป็น 𝑛 ส่วนดังนี้  𝑎 = 𝑡0 < 𝑡1 < ⋯ < 𝑡𝑛 = 𝑏 บนช่วง [𝑎, 𝑏]

• จุดบน 𝐶 คือ 𝑧0 = 𝑥0 + 𝑖𝑦0 = 𝑥 𝑡0 + 𝑖𝑦 𝑡0 , … , 𝑧𝑛 = 𝑥𝑛 + 𝑖𝑦𝑛 =

𝑥 𝑡𝑛 + 𝑖𝑦 𝑡𝑛  โดยให้ ∆𝑧𝑘= 𝑧𝑘 − 𝑧𝑘−1 , 𝑘 = 1,2, … , 𝑛

• ให้ 𝑃 เป็นนอร์มของส่วนซึ่งมีค่ามากทีสุ่ดของ ∆𝑧𝑘

• เลือกจุดตัวอย่าง 𝑧𝑘
∗ = 𝑥𝑘

∗ + 𝑖𝑦𝑘
∗ บนแต่ละส่วน(จุดแดง)

• หาผลรวม
෍

𝑘=1

𝑛

𝑓(𝑧𝑘
∗) ∆𝑧𝑘

𝑧1

𝑧2

𝑧𝑛−1

𝑧1
∗

𝑧2
∗
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∗
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∆𝑧1
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∆𝑧𝑛



คอนทัวร์อินทิกรัล (Contour Integrals)

• อินทิกรัลของ 𝑓(𝑧) บนเส้นโค้งเรียบต่อเนื่อง 𝐶 (contour or path) 
จะถูกเรียกว่า คอนทัวร์อินทิกรัลหรือคอมเพล็กซ์อินทิกรัล

න
𝐶

𝑓(𝑧) 𝑑𝑧 = lim
𝑃 →0

෍

𝑘=1

𝑛

𝑓(𝑧𝑘
∗) ∆𝑧𝑘

𝐶 ถูกก าหนดโดย 𝑥 = 𝑥 𝑡 , 𝑦 = 𝑦 𝑡 , 𝑎 ≤ 𝑡 ≤ 𝑏

• คอนทัวร์อินทิกรัล จะมีค่าเท่ากับ

න
𝐶

𝑓(𝑧) 𝑑𝑧 = න
𝑎

𝑏

𝑓 𝑧 𝑡 𝑧′(𝑡)𝑑𝑡



คอนทัวร์อินทิกรัล (Contour Integrals)

• คุณสมบัติของคอนทัวร์อินทิกรัล เปรียบเทียบได้กับคุณสมบัติ
ของไลน์อินทิกรัล หรืออินทิกรัลตามเส้น 



• ถ้า 𝑓 ต่อเนื่องบนเส้นโค้งเรียบ 𝐶 และถ้า 𝑓(𝑧) ≤ 𝑀 

ส าหรับทุกจุด 𝑧 บน 𝐶, ดังนั้น 𝐶׬
𝑓 𝑧 𝑑𝑧 ≤ 𝑀𝐿 

โดยที่ 𝐿 เป็นความยาวของ 𝐶

–ทฤษฎีขอบเขต (Bounding Theorem)                        

หรือบางครั้งถูกเรียกว่า “ML-inequality”

–มีประโยชน์ในเรื่องทฤษฎีการอินทิเกรทจ านวนเชิงซ้อน

คอนทัวร์อินทิกรัล (Contour Integrals)



• จงหาขอบเขตบนของโจทย ์โดยใช้ ML-inequality โดยที่ 𝐶 คือวงกลม 𝑧 = 4

คอนทัวร์อินทิกรัล (Contour Integrals)

≤
𝑒48𝜋

3
≈ 457ර

𝐶

𝑒𝑧

𝑧 + 1
𝑑𝑧

𝑒𝑧 = 𝑒𝑥+𝑖𝑦 = 𝑒𝑥(cos 𝑦 + 𝑖𝑠𝑖𝑛(𝑦)) = 𝑒𝑥 = 𝑒4

𝑧 + 1 ≥ 𝑧 − 1 = 4 − 1 = 3

L=2r=8



• จงหาขอบเขตบนของโจทย ์โดยใช้ ML-inequality โดยที่ 𝐶 คือวงกลม 𝑧 = 4

คอนทัวร์อินทิกรัล (Contour Integrals)

ර

𝐶

𝑒𝑧

𝑧2 + 1
𝑑𝑧 ≤

8𝜋 𝑒𝑧

𝑧 2 − 1
=

𝑒48𝜋

15
≈ 91.5

𝑒𝑧

𝑧2 + 1
≤

𝑒𝑧

𝑧2 − 1
=

𝑒4

15

L=2r=8



• จงหาขอบเขตบนของโจทย ์โดยใช้ ML-inequality โดยที่ 𝐶 คือ quarter ของวงกลม 

𝑧 = 4 จาก 𝑧 = 4𝑖 ถึง 𝑧 = 4

คอนทัวร์อินทิกรัล (Contour Integrals)

ර

𝐶

1

𝑧3
𝑑𝑧 ≤

2𝜋

4 3
=

𝜋
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=
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ทฤษฎีบทของโคชี-กูร์ซาต (Cauchy–Goursat Theorem)

• ประเภทโดเมน (simply, multiply connected)

• โดเมนจะเป็น simply connected ถ้าทุกๆ 
simple closed contour 𝐶 ทั้งหมดที่อยู่ใน โดเมน
นี้ปิดล้อมเพียงจุด 𝐷 (หรือ โดเมนไม่มีรู)

• โดเมนที่ไม่เป็น simply connected จะเป็น 
multiply connected
•โดเมนที่มี 1 “hole” จะเป็น doubly connected
•โดเมนที่มี 2 “holes” จะเป็น triply connected



• ตามที่ทฤษฎีบทของโคชี-กูร์ซาตกล่าวไว้ เมื่อ 𝑓เป็นฟังก์ชันวิเคราะห์
(analytic) ในโดเมน 𝐷 ที่เป็นแบบ simply connected ค่าของคอน

ทัวร์อินทิกรัล ׯ𝐶
𝑓 𝑧 𝑑𝑧  มีค่าเท่ากันส าหรบัเส้นโค้งปดิ 𝐶 ซึ่งอยู่

ภายใน 𝐷 ทั้งหมด

• ถ้า 𝑓 เป็นฟังก์ชนัวิเคราะห์ ที่ทุกๆจุดที่อยู่ภายใน                             

หรือบนคอนทัวร์ 𝐶, แล้ว ׯ𝐶
𝑓 𝑧 d𝑧 = 0

ทฤษฎีบทของโคชี-กูร์ซาต (Cauchy–Goursat Theorem)



• การพิสูจน์ทฤษฎีบทของโคชี-กูร์ซาต (Cauchy–Goursat  theorem) จะใช้

ทฤษฎีบทของกรีน (Green’s theorem)                                                  

และสมการของโคช-ีรีมันน์ (Cauchy-Riemann equations)

• 𝑓 𝑧 = 𝑢 𝑥, 𝑦 + 𝑖𝑣(𝑥, 𝑦) และ 𝑧(𝑥, 𝑦) = 𝑥 + 𝑖𝑦

• 𝐶ׯ
𝑓 𝑧 𝑑𝑧 = 𝐶ׯ

𝑢 𝑥, 𝑦 + 𝑖𝑣(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 + 𝑖𝑑𝑦 = 𝐶ׯ
𝑢(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 − 𝑣(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 +

𝑖 𝐶ׯ
𝑣 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥 + 𝑢(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 = 𝐷׭

−
𝜕𝑣

𝜕𝑥
−

𝜕𝑢

𝜕𝑦
𝑑𝐴 + 𝑖 𝐷׭

𝜕𝑢

𝜕𝑥
−

𝜕𝑣

𝜕𝑦
𝑑𝐴

• ถ้า 𝑓 เป็น analytic, ดังนั้น 𝜕𝑢

𝜕𝑦
 = −

𝜕𝑣

𝜕𝑥
 และ 𝜕𝑢

𝜕𝑥
=

𝜕𝑣

𝜕𝑦
 ท าให้ ׯ𝐶

𝑓 𝑧 𝑑𝑧 = 0

ทฤษฎีบทของโคชี-กูร์ซาต (Cauchy–Goursat Theorem)

ර

𝐶

𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦 = ඵ

𝑅

𝛻 × 𝐅 ∙ 𝐤 𝑑𝐴 = ඵ

𝑅

𝜕𝑄

𝜕𝑥
−

𝜕𝑃

𝜕𝑦
𝑑𝐴



• ในโดเมนที่เป็นแบบ multiply connected, ׯ𝐶
𝑓(𝑧) 𝑑𝑧 ≠ 0

– สมมุติว่า 𝐶, 𝐶1, … , 𝐶𝑛 เป็นเส้นโค้งแบบ simple closed ที่มีทิศทาง

เป็นบวก  𝐶1, 𝐶2, … , 𝐶𝑛 อยู่ใน 𝐶

– แต่บริเวณที่อยู่ภายในของแต่ละ 𝐶𝑘 , 𝑘 = 1,2, … , 𝑛 จะไม่มีจุดร่วมกัน

– 𝑓 เป็นฟังก์ชันวิเคราะห์บนแต่ละคอนทัวร์และที่แต่ละจุดภายใน 𝐶 แต่ไม่ใช่
ภายนอก 𝐶𝑘 , 𝑘 = 1,2, … , 𝑛 

ර

𝐶

𝑓 𝑧 𝑑𝑧 = ෍

𝑘=1

𝑛

ර

𝐶𝑘

𝑓 𝑧 𝑑𝑧

ทฤษฎีบทของโคชี-กูร์ซาต (Cauchy–Goursat Theorem)



ර

𝐶

𝑓 𝑧 𝑑𝑧 = ෍

𝑘=1

𝑛

ර

𝐶𝑘

𝑓 𝑧 𝑑𝑧

จงหาค่า ׯ𝐶

𝑑𝑧

𝑧2+1
 โดยที่ 𝐶 คือวงกลม 𝑧 = 3

1

𝑧2 + 1
=

1/2𝑖

𝑧 − 𝑖
−

1/2𝑖

𝑧 + 𝑖

ර

𝐶

𝑑𝑧

𝑧2 + 1
=

1

2𝑖
ර

𝐶

1

𝑧 − 𝑖
−

1

𝑧 + 𝑖
𝑑𝑧

ර

𝐶

𝑑𝑧

𝑧2 + 1
=

1

2𝑖
ර

𝐶1

1

𝑧 − 𝑖
−

1

𝑧 + 𝑖
𝑑𝑧 +

1

2𝑖
ර

𝐶2

1

𝑧 − 𝑖
−

1

𝑧 + 𝑖
𝑑𝑧

=
1

2𝑖
2𝜋𝑖 − 0 + 0 − 2𝜋𝑖 = 0

ทฤษฎีบทของโคชี-กูร์ซาต (Cauchy–Goursat Theorem)

𝑓 𝑧0 =
1

2𝜋𝑖
ර

𝐶

𝑓(𝑧)

𝑧 − 𝑧0
𝑑𝑧



1

𝑧2 + 1
=

𝐴 + 𝑖𝐵

𝑧 − 𝑖
+

𝐶 + 𝑖𝐷

𝑧 + 𝑖

=
𝐴𝑧 + 𝑖𝐵𝑧 + 𝑖𝐴 − 𝐵 + 𝐶𝑧 + 𝑖𝐷𝑧 − 𝑖𝐶 + 𝐷

𝑧2 + 1
ดังนั้น

𝐴 + 𝐶 = 0
𝐷 + 𝐵 = 0
𝐴 − 𝐶 = 0
𝐷 − 𝐵 = 1

ท าให้ 𝐴 = 𝐶 = 0, 𝐷 =
1

2
, 𝐵 = −

1

2

เพราะฉะนั้น
1

𝑧2 + 1
=

−
𝑖
2

𝑧 − 𝑖
+

𝑖
2

𝑧 + 𝑖
=

1
2𝑖

𝑧 − 𝑖
+

−
1
2𝑖

𝑧 + 𝑖

ทฤษฎีบทของโคชี-กูร์ซาต (Cauchy–Goursat Theorem)



ทฤษฎีบทของโคชี-กูร์ซาต (Cauchy–Goursat Theorem)

ර

𝐶1

𝑑𝑧

𝑧 − 𝑖
= ර

𝐶1

𝑑𝑧

𝑧 − 𝑖
= ර

0

2𝜋
𝑑𝑧

𝑧 − 𝑖
= ර

0

2𝜋
𝑖𝑒𝑖𝑡𝑑𝑡

𝑒𝑖𝑡
= 𝑖 ර

0

2𝜋

𝑑𝑡 = 2𝜋𝑖

สมมตุริศัมีวงกลม(มีค่าเท่าใดก็ได)้ = 𝑟 = 𝑒𝑖𝑡

𝑧 − 𝑖 = 𝑒𝑖𝑡  หรอื 𝑧 = 𝑖 + 𝑒𝑖𝑡, 0 ≤ 𝑡 ≤ 2𝜋 

𝑑𝑧 = 𝑖𝑒𝑖𝑡𝑑𝑡

สมมตุิรศัมี = 𝑟 = 𝑒𝑖𝑡

ර

𝐶2

𝑑𝑧

𝑧 + 𝑖
= ර

𝐶2

𝑑𝑧

𝑧 + 𝑖
= ර

0

2𝜋
𝑑𝑧

𝑧 + 𝑖
= ර

0

2𝜋
𝑖𝑒𝑖𝑡𝑑𝑡

𝑒𝑖𝑡
= 𝑖 ර

0

2𝜋

𝑑𝑡 = 2𝜋𝑖

𝑧 + 𝑖 = 𝑒𝑖𝑡  หรอื 𝑧 = 𝑒𝑖𝑡 − 𝑖, 0 ≤ 𝑡 ≤ 2𝜋 

𝑑𝑧 = 𝑖𝑒𝑖𝑡𝑑𝑡



ความเป็นอิสระของเส้นทาง (Independence of the Path)

• คอนทัวร์อินทิกรัล 𝐶׬
𝑓 𝑧 𝑑𝑧 เป็นอิสระของ

เส้นทาง ถ้าค่าของมันมีค่าเท่ากันในทุกเสน้ทางคงที่ 𝐶
ด้วยจุดเริ่มต้น 𝑧0และจุดสิ้นสุด 𝑧1 ใน 𝐷

• ถ้า 𝑓 เป็นฟังก์ชนัวิเคราะห์ใน simply connected 

domain 𝐷, ดังนั้น 𝐶׬
𝑓 𝑧 𝑑𝑧 เป็นอิสระของ

เส้นทาง 𝐶 

Figure 18.3.1: If f is analytic in D,
integrals on C and C1 are equal



ความเป็นอิสระของเส้นทาง (Independence of the Path)

• ถ้ามีฟังก์ชัน 𝐹 ที่สามารถมีได้ โดยที่ 𝐹′ 𝑧 = 𝑓(𝑧) ดังนั้น, 𝐹 

เป็นปฏิยานุพันธ์ของ 𝑓 (anti-derivative)
• ตัวอย่าง , 𝐹 𝑧 = − cos 𝑧 เป็นปฏิยานุพันธ์ของ 𝑓 𝑧 = sin 𝑧 

เพราะว่า 𝐹′ 𝑧 = sin 𝑧 

• ถ้า 𝑓 ฟังก์ชันที่ต่อเนื่องในโดเมน 𝐷 และ 𝐹 เป็นปฏิยานุพันธ์ของ 𝑓 
ในโดเมน 𝐷 , ดังนั้น ส าหรับทุกคอนทัวร ์C ซึ่งมีจุดเริ่มต้น 𝑧0และ
จุดสิ้นสุด 𝑧1 ใน 𝐷

න

𝐶

𝑓 𝑧 𝑑𝑧 = 𝐹 𝑧1 − 𝐹 𝑧0



สูตรโคชีอินทิกรัล (Cauchy’s Integral Formulas)

• ทฤษฎีบทของโคชี-กูร์ซาต มีความส าคัญหลายอย่าง

–ค่าของฟังก์ชันวิเคราะห์ 𝑓 ที่จุด 𝑧0 ใดๆในโดเมนแบบ simply 

connected สามารถถูกแทนด้วยคอนทัวร์อินทิกรัล

𝑓 𝑧0 =
1

2𝜋𝑖
ර

𝐶

𝑓(𝑧)

𝑧 − 𝑧0
𝑑𝑧

– ฟังก์ชันวิเคราะห์ 𝑓 ในโดเมนแบบ simply connected สามารถหา

อนุพันธ์ทุกล าดับ  𝑓(𝑛) 𝑧0 =
𝑛!

2𝜋𝑖
𝐶ׯ

𝑓(𝑧)

(𝑧−𝑧0)𝑛+1 𝑑𝑧



• ตามที่สูตรโคชีอินทิกรัลกล่าวไว้ ส าหรับฟังก์ชันวิเคราะห์ 𝑓 ในโดเมน 𝐷

แบบ simply connected, ด้วย 𝐶 เป็นคอนทัวร์แบบ simple 

closed อยู่ใน 𝐷 และจุด 𝑧0 ใดๆที่อยู่ภายใน 𝐶 ดังแสดงในรูปด้านล่าง

𝑓 𝑧0 =
1

2𝜋𝑖
ර

𝐶

𝑓(𝑧)

𝑧 − 𝑧0
𝑑𝑧

สูตรโคชีอินทิกรัล (Cauchy’s Integral Formulas)



ර
𝐶

𝑧2 − 4𝑧 + 4

𝑧 + 𝑖
𝑑𝑧 =? โดยที่ 𝐶 คือวงกลม 𝑧 = 2 

ර
𝐶

𝑧2 − 4𝑧 + 4

𝑧 + 𝑖
𝑑𝑧 = 2𝜋𝑖𝑓 −𝑖 = 2𝜋𝑖 −𝑖 2 + 4𝑖 + 4 = 2𝜋(−4 + 3𝑖)

ර
𝐶

𝑧

𝑧2 + 9
𝑑𝑧 =? โดยที่ 𝐶 คือวงกลม 𝑧 − 2𝑖 = 4 

ර
𝐶

𝑧

𝑧2 + 9
𝑑𝑧 = ර

𝐶

𝑧

(𝑧 + 3𝑖)(𝑧 − 3𝑖)
𝑑𝑧 = ර

𝐶

𝑧/(𝑧 + 3𝑖)

𝑧 − 3𝑖
𝑑𝑧

= 2𝜋𝑖𝑓 3𝑖 = 2𝜋𝑖
3𝑖

6𝑖
= 𝜋𝑖
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𝑓 𝑧0 =
1

2𝜋𝑖
ර

𝐶

𝑓(𝑧)

𝑧 − 𝑧0
𝑑𝑧



ර
𝐶

𝑧 + 1

𝑧4 + 4𝑧3
𝑑𝑧 =? โดยที่ 𝐶 คือวงกลม 𝑧 = 1 
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= ර
𝐶

𝑧 + 1

𝑧3(𝑧 + 4)
𝑑𝑧 = ර

𝐶

(𝑧 + 1)/(𝑧 + 4)

𝑧3
𝑑𝑧

=
2𝜋𝑖

2!
𝑓′′ 0 =

2𝜋𝑖

2!
−

6

(0 + 4)3

𝑓 𝑛 𝑧0 =
𝑛!

2𝜋𝑖
ර

𝐶

𝑓(𝑧)

(𝑧 − 𝑧0)𝑛+1 𝑑𝑧

= −
3𝜋𝑖

32



ර
𝐶

𝑧3 + 3

𝑧(𝑧 − 𝑖)2
𝑑𝑧 =? โดยท่ี 𝐶 คือ
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= ර
𝐶1

𝑧3 + 3

𝑧(𝑧 − 𝑖)2
𝑑𝑧 + ර

𝐶2

𝑧3 + 3

𝑧(𝑧 − 𝑖)2
𝑑𝑧

= ර
𝐶1

(𝑧3 + 3)/(𝑧 − 𝑖)2

𝑧
𝑑𝑧 + ර

𝐶2

(𝑧3 + 3)/𝑧

(𝑧 − 𝑖)2
𝑑𝑧

= 2𝜋𝑖 × 3  +
2𝜋𝑖

1!
𝑓′ 𝑖

= 6𝜋𝑖 + 2𝜋𝑖(2𝑖 − 3/𝑖2)

= 6𝜋𝑖 − 4𝜋 + 6𝜋𝑖

= 12𝜋𝑖 − 4𝜋

𝑓 𝑛 𝑧0 =
𝑛!

2𝜋𝑖
ර

𝐶

𝑓(𝑧)

(𝑧 − 𝑧0)𝑛+1 𝑑𝑧

𝑓 𝑧0 =
1

2𝜋𝑖
ර

𝐶

𝑓(𝑧)

𝑧 − 𝑧0
𝑑𝑧



ර
𝐶

𝑓(𝑧)

𝑧 − 𝑧0
𝑑𝑧 = ර

𝐶

𝑓 𝑧 − 𝑓 𝑧0 + 𝑓(𝑧0)

𝑧 − 𝑧0
𝑑𝑧

ර
𝐶

𝑓(𝑧)

𝑧 − 𝑧0
𝑑𝑧 = ර

𝐶

𝑓 𝑧 − 𝑓 𝑧0

𝑧 − 𝑧0
+ ර

𝐶

𝑓 𝑧0

𝑧 − 𝑧0
𝑑𝑧 = ර

𝐶

𝑓 𝑧 − 𝑓 𝑧0

𝑧 − 𝑧0
+ 2𝜋𝑖𝑓 𝑧0

เนื่องจาก 𝑓 ต่อเนื่องที่ 𝑧0 จะท าให้ 𝑓 𝑧 − 𝑓 𝑧0 < 𝜀 ส าหรับ 𝜀 > 0 แต่เล็กมากๆ 

และ 𝑧 − 𝑧0 < 𝛿 ส าหรับ 𝛿 > 0 และถ้าเราเลือก 𝐶1ให้เป็น 𝑧 − 𝑧0 =
𝛿

2
 ดังนั้น ใช้ 

ML-inequality 

𝐶ׯ

𝑓 𝑧 −𝑓 𝑧0

𝑧−𝑧0
𝑑𝑧 ≤

2𝜀

𝛿
2𝜋

𝛿

2
= 2𝜋𝜀 = 0 เนื่องจาก 𝜀 เล็กมากๆ 
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• ตามที่สูตรโคชีอินทิกรัลกล่าวไว้เกี่ยวกับอนุพันธ,์ ส าหรับฟังก์ชัน
วิเคราะห์ 𝑓 ในโดเมน 𝐷 แบบ simply connected ซึ่งมี 𝐶 เป็น
คอนทัวร์แบบ simple closed ที่อยู่ภายใน 𝐷 และ 𝑧0 เป็นจุดใดๆที่
อยู่ภายใน 𝐶 อนุพันธ์ของฟงัก์ชนัวิเคราะห์ 𝑓 ที่จุด 𝑧0 จะเท่ากับ

𝑓 𝑛 𝑧0 =
𝑛!

2𝜋𝑖
ර

𝐶

𝑓(𝑧)

(𝑧 − 𝑧0)𝑛+1
𝑑𝑧

สูตรโคชีอินทิกรัลส าหรับอนุพนัธ์
(Cauchy’s Integral Formulas for Derivatives)



• ถ้าเรามีคอนทัวร์ 𝐶 เป็นวงกลม 𝑧 − 𝑧0 = r ดังนั้น,มันเป็นไปตามสูตรโคชี

อินทิกรัลส าหรับอนุพนัธ์ และ ML-inequality ดังนั้น

𝑓 𝑛 (𝑧0) =
𝑛!

2𝜋
ර

𝐶

𝑓(𝑧)

(𝑧 − 𝑧0)𝑛+1
𝑑𝑧 ≤

𝑛!

2𝜋
𝑀

1

𝑟𝑛+1
2𝜋𝑟 =

𝑛! 𝑀

𝑟𝑛

โดยที่ 𝑀 คือจ านวนจริง ซึ่ง 𝑓(𝑧) ≤ 𝑀 ส าหรับทุกจุดบน 𝐶 ผลจากสมการนี้จะถูกเรียกว่า 

“Cauchy’s inequality” ซึ่งจะถูกใช้ในการพิสจูน์ทฤษฎีบทของลิววิว (Liouville’s 

Theorem) (The only bounded entire functions are constants)

สูตรโคชีอินทิกรัล (Cauchy’s Integral Formulas)
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