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• จ ำนวนเชิงซ้อน คือจ ำนวนใดๆที่อยู่ในรูป 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 โดย

ที่ 𝑥, 𝑦 คือจ ำนวนจริงและ 𝑖 คือจ ำนวนจินตภำพ = −𝟏

➢ 𝑥 คือส่วนจริง หรือ 𝑅𝑒(𝑧)

➢ 𝑦 คือส่วนจินตภำพ หรือ 𝐼𝑚(𝑧)

➢จ ำนวนเชิงซ้อน 2 จ ำนวนจะเท่ำกัน ถ้ำทั้งส่วนจริงและส่วน  

จินตภำพเท่ำกัน

จ ำนวนเชิงซ้อน (COMPLEX NUMBERS)



• กำรด ำเนินกำรเกี่ยวกับเลขคณติ (ARITHMETIC OPERATIONS) ที่ถูกกระท ำ

กับจ ำนวนเชิงซ้อน 𝑧1 = 𝑥1 + 𝑖𝑦1และ 𝑧2 = 𝑥2 + 𝑖𝑦2

•กำรบวก:  𝑧1 + 𝑧2 = 𝑥1 + 𝑥2 + 𝑖 𝑦1 + 𝑦2

•กำรลบ:  𝑧1 − 𝑧2 = 𝑥1 − 𝑥2 + 𝑖 𝑦1 − 𝑦2

•กำรคูณ:  𝑧1 ∙ 𝑧2 = 𝑥1𝑥2 − 𝑦1𝑦2 + 𝑖 𝑦1𝑥2 + 𝑥1𝑦2

•กำรหำร:  𝑧1

𝑧2
=

𝑥1𝑥2+𝑦1𝑦2

𝑥2
2+𝑦2

2 + 𝑖
𝑦1𝑥2−𝑥1𝑦2

𝑥2
2+𝑦2

2

• โมดูลัส หรือค่ำสัมบูรณ์ 𝑧  = 𝑥2 + 𝑦2 = 𝑧 ҧ𝑧

จ ำนวนเชิงซ้อน (COMPLEX NUMBERS)



• กฏเหล่ำนี้ใช้ได้กับจ ำนวนเชงิซ้อน 𝑧1 และ  𝑧2

• กำรสลับที่: 𝑧1 + 𝑧2 = 𝑧2 + 𝑧1

   𝑧1𝑧2 = 𝑧2𝑧1

• กำรเปลี่ยนหมู่: 𝑧1 + 𝑧2 + 𝑧3 = 𝑧1 + 𝑧2 + 𝑧3

   𝑧1 𝑧2𝑧3 = 𝑧1𝑧2 𝑧3

• กำรแจกแจง : 𝑧1 𝑧2 + 𝑧3 = 𝑧1𝑧2 + 𝑧1𝑧3

จ ำนวนเชิงซ้อน (COMPLEX NUMBERS)



• จ ำนวนเชิงซ้อน 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 สำมำรถถูกเขียนให้อยู่ในรูป      

𝑧 = 𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝜃 + 𝑖𝑠𝑖𝑛 𝜃 ในพิกัดเชิงขั้ว (𝑟, 𝜃)

• 𝑟 คือค่ำโมดูลัสของ 𝑧

• 𝜃 คือค่ำอำกิวเมนต์ของ 𝑧 (𝑎𝑟𝑔 𝑧)

Polar coordinates

ยกก ำลังและรำก (POWERS AND ROOTS)



• จ ำนวนเชิงซ้อนยกก ำลังจ ำนวนเต็มถูกแสดงได้โดย 
𝑧𝑛 = 𝑟𝑛(𝑐𝑜𝑠 𝑛𝜃 + 𝑖𝑠𝑖𝑛 𝑛𝜃)

• กำรคูณและกำรหำรในรูปเชิงขั้ว

𝑧1𝑧2 = 𝑟1𝑟2[𝑐𝑜𝑠 (𝜃1 + 𝜃2) + 𝑖𝑠𝑖𝑛 (𝜃1 + 𝜃2)]

𝑧1

𝑧2
=

𝑟1

𝑟2
 [𝑐𝑜𝑠 (𝜃1 − 𝜃2) + 𝑖𝑠𝑖𝑛 (𝜃1 − 𝜃2)]

• จำกสมกำรด้ำนบน ได้ว่ำ

𝑧1𝑧2 = 𝑧1 𝑧2 ,
𝑧1

𝑧2
=

𝑧1

𝑧2

ARG 𝑧1𝑧2 = ARG 𝑧1 + ARG 𝑧2

ARG 
𝑧1

𝑧2
= ARG 𝑧1 − ARG 𝑧2

ยกก ำลังและรำก (POWERS AND ROOTS)



• สูตรของเดอมัวร์ (DEMOIVRE’S FORMULA) มีประโยชน์ในกำรหำ

เอกลักษณ์ตรีโกณมิติบำงอย่ำง

• เมื่อ 𝑧 = 𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝜃 + 𝑖𝑠𝑖𝑛 𝜃 ,สูตรของเดอมัวร์กล่ำวว่ำ 
𝑐𝑜𝑠 𝜃 + 𝑖𝑠𝑖𝑛 𝜃 𝑛 = (𝑐𝑜𝑠 𝑛𝜃 + 𝑖𝑠𝑖𝑛 𝑛𝜃)

• รำกของจ ำนวนเชิงซ้อนมีค่ำเท่ำกับ

𝑤𝑘 = 𝑟
1
𝑛 𝑐𝑜𝑠

𝜃 + 2𝑘𝜋

𝑛
+ 𝑖𝑠𝑖𝑛

𝜃 + 2𝑘𝜋

𝑛

• เมื่อ 𝑘 = 0,1,2, … , 𝑛 − 1  คือจ ำนวนค่ำรำกที่ N 

ยกก ำลังและรำก (POWERS AND ROOTS)



EX. จงหา 1+𝑖 

W0=2
1
4 COS

45°
2

+𝑖SIN
45°
2

=1.0987+ 𝑖0.4551

W1=2
1
4 COS 202.5° +𝑖SIN 202.5° =−1.0987−𝑖0.4551

ยกก ำลังและรำก (POWERS AND ROOTS)



• สมมุติให้ 𝑧0 = 𝑥0 + 𝑖𝑦0 เนื่องจำก 𝑧 − 𝑧0 = 𝑥 − 𝑥0
2 + 𝑦 − 𝑦0

2 คือ

ระยะทำงระหว่ำงจุด 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 และ 𝑧0 = 𝑥0 + 𝑖𝑦0 ดังนั้น จุด 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 จะต้อง

เป็นไปตำมสมกำร

𝑧 − 𝑧0 = 𝜌 ;𝜌 > 0

• หำกทุกจุด 𝑧 ในเซต 𝑆 เป็นจุดภำยใน แสดงว่ำ 𝑆 เป็นเซตเปิด (OPEN SET)                             
ดังรูปด้ำนล่ำง

เซตในระนำบเชิงซ้อน (SETS IN THE COMPLEX PLANE)

รัศมี 0.05

ℛ𝑒 𝑧 > 1 ℛ𝑒 𝑧 ≥ 1

เซต S

วงกลม รัศมี 𝜌



เซตในระนำบเชิงซ้อน (SETS IN THE COMPLEX PLANE)



ตัวอย่ำงของเซตเปิด (EXAMPLES OF OPEN SETS)

1 21



• หำกจุดคู่ใด ๆ 𝑧1 และ 𝑧2 ในเซตเปิด S สำมำรถเชื่อมต่อกันได้

ด้วยเส้นหลำยเหลี่ยมทั้งหมดที่อยู่ภำยในเซตนั้น โดยเซตเปิด S

ถูกเรียกว่ำ “𝐶𝑜𝑛𝑛𝑒𝑐𝑡𝑒𝑑” 

• 𝑂𝑝𝑒𝑛 𝐶𝑜𝑛𝑛𝑒𝑐𝑡𝑒𝑑 𝑆𝑒𝑡 จะถูกเรียกว่ำ“โดเมน (𝐷𝑜𝑚𝑎𝑖𝑛)”

Connected set

เซตในระนำบเชิงซ้อน (SETS IN THE COMPLEX PLANE)



ฟังก์ชันของตัวแปรจริง(FUNCTIONS OF A REAL VARIABLE)

ตัวอย่ำงเพื่อควำมเข้ำใจเร่ืองฟังก์ชันของตัวแปร

•  สมมุติว่ำ เซต A คือเซตของจ ำนวนจริง โดย 3 ≤ 𝑥 < ∞ และฟังก์ชันที่
ก ำหนดให้คือ 𝑓 𝑥 = 𝑥 − 3  ดังนั้น 𝑓 3 = 0, 𝑓 4 = 1, 𝑓 5 =

2 เป็นต้น

• เรนจ์ของ 𝑓 คือเซต 0 ≤ 𝑦 < ∞

• และเนื่องจำก A คือเซทของจ ำนวนจริง  ดังนั้นเรำสำมำรถกล่ำวได้ว่ำ 

“𝑓 คือ ฟังก์ชันของตัวแปรจริง 𝑥”



• ฟังก์ชัน 𝑓 จำกเซต 𝐴 ไปยังเซต 𝐵 คือควำมสัมพันธ์ที่ก ำหนดให้แต่

ละสมำชิกใน 𝐴 มีค่ำผลลัพธ์เพียงค่ำเดียวใน 𝐵 เท่ำนั้น

• ถ้ำหำก 𝑏 เป็นสมำชิกในเซต 𝐵 ที่ถูกก ำหนดให้กับสมำชิก 𝑎 ใน

เซต 𝐴 โดยฟังก์ชัน 𝑓 

• เรำจะกล่ำวว่ำ 𝑏 เป็น IMAGE ของ 𝑎 และเขียนเป็น 𝑏=𝑓(𝑎)

• เซต 𝐴 เรียกว่ำโดเมน (DOMAIN) ของฟังก์ชัน 𝑓 และเซตของ 

IMAGE 𝑏 ทั้งหมดใน 𝐵 เรียกว่ำ RANGE ของฟังก์ชัน

ฟังก์ชันของตัวแปรจริง(REAL FUNCTIONS)



ฟังก์ชันเชิงซ้อน (COMPLEX FUNCTIONS)

• เม่ือโดเมน 𝐴 ของฟังก์ชันเป็นเซตของจ ำนวนเชิงซ้อน 𝑧 เรำจะเรียกฟังก์ชันของตัว

แปรเชิงซ้อนนั่นว่ำ “ฟังก์ชันเชิงซ้อน”

• ค่ำ IMAGE 𝑤 ของ 𝑧 จะเป็นจ ำนวนเชิงซ้อนอยู่ในรูป 𝑢+𝑖𝑣 นั่นคือ               

𝑤 = 𝑓 𝑧 = 𝑢 𝑥, 𝑦 + 𝑖𝑣(𝑥, 𝑦) โดยที่ 𝑢 และ 𝑣 คือส่วนจริงและส่วน

จินตภำพของ 𝑤 ตำมล ำดับ

• ตัวอย่ำงบำงส่วนของฟังก์ชันเชิงซ้อน ได้แก่ 𝑓 𝑧 = 𝑧2 − 4𝑧 ; 

𝑓 𝑧 =
𝑧

𝑧2+1
 โดยที ่𝑧 ≠ ±𝑖 เป็นต้น



ฟังก์ชันของตัวแปรเชิงซ้อน(COMPLEX FUNCTIONS)



ฟังก์ชันของตัวแปรเชงิซอ้น(COMPLEX FUNCTIONS)

• เรำไม่สำมำรถวำดกรำฟของฟังก์ชันเชิงซ้อน 𝑤 = 𝑓(𝑧) ได้เนื่องจำกกำรวำด

กรำฟจ ำเป็นต้องใช้แกน 4 แกนในระบบพิกัด 4มิติ (𝑥, 𝑦, 𝑢 และ 𝑣)

• แม้ว่ำเรำจะไม่สำมำรถวำดกรำฟของฟังก์ชันเชิงซ้อน 𝑤=𝑓(𝑧) ได้ แต่เรำสำมำรถ

ตีควำมฟังก์ชันนี้เป็น กำร MAPPING จำกระนำบ 𝑧-PLANE ไปยังระนำบ 𝑤-PLANE 

ได้ดังรูป

Mapping from z-plane to w-plane

ตัวอย่ำง จงหาค่า 𝑢 𝑥, 𝑦 , 𝑣 𝑥, 𝑦  เมื่อ 

𝑓 𝑧 = 𝑧2 − 4𝑧
𝑓 𝑧 = 𝑓 𝑥 + 𝑖𝑦 = 𝑥 + 𝑖𝑦 2 − 4 𝑥 + 𝑖𝑦
= 𝑥2 + 2𝑖𝑥𝑦 − 𝑦2 − 4𝑥 − 4𝑖𝑦
= 𝑥2 − 𝑦2 − 4𝑥 + 𝑖(2𝑥𝑦 − 4𝑦)

𝑢 𝑥, 𝑦 = 𝑥2 − 𝑦2 − 4𝑥
𝑣 𝑥, 𝑦 = 2𝑥𝑦 − 4𝑦



ฟังก์ชันของตัวแปรเชงิซอ้น(COMPLEX FUNCTIONS)

ตัวอย่าง จงหาภาพ (IMAGE) ของเส้น 𝑅𝑒(𝑧) = 1 ดังรูปด้านล่างด้วยการแมปปิ้ง 𝑓 𝑧 = 𝑧2

𝑓 𝑧 = 𝑓 𝑥 + 𝑖𝑦 = 𝑧2 = 𝑥 + 𝑖𝑦 2

= 𝑥2 + 2𝑖𝑥𝑦 − 𝑦2 = 𝑥2 − 𝑦2 + 𝑖 2𝑥𝑦
𝑢 𝑥, 𝑦 = 𝑥2 − 𝑦2 , 𝑣 𝑥, 𝑦 = 2𝑥𝑦

จากรูปด้านซ้ายมือ เส้นตรง 𝑥 = 1 ดังนั้น
𝑢 𝑥, 𝑦 = 1 − 𝑦2 , 𝑣 𝑥, 𝑦 = 2𝑦

หรือ 

𝑢 = 1 −
𝑣2

4
 



ฟังก์ชันของตัวแปรเชิงซ้อน(COMPLEX FUNCTIONS)

• ถ้ำลิมิตของ 𝑓 ท่ี Z เข้ำใกล้ 𝑧0 คือ 𝑙𝑖𝑚
𝑧→𝑧0

𝑓 𝑧 = 𝑓 𝑧0 = 𝐿 เมื่อ 𝜀 > 0 

จะมี Δ > 0 ที่ท ำให้ 𝑓 𝑧 − 𝐿 < 𝜀 โดยที่ 0 < 𝑧 − 𝑧0 < Δ

* f must be defined in a neighborhood of z0

Figure 17.4.5: Geometric 
meaning 

of a complex limit



ฟังก์ชันวิเครำะห(์ANALYTIC FUNCTIONS)

• ฟังก์ชัน 𝑤 = 𝑓(𝑧) จะเป็นฟังก์ชันวิเครำะห์ที่จุด 𝑧0 ถ้ำสำมำรถหำอนุพันธ์ของ 𝑓 ที่จุด 

𝑧0 และทุกจุดที่อยู่ใกล้ 𝑧0 ได้



สมกำรโคช-ีรีมันน์(CAUCHY–RIEMANN EQUATIONS)

• สมกำรโคชี-รีมันน์ สัมพันธ์กับอนุพันธ์ย่อยล ำดับที่ 1

• ถ้ำ 𝑓 𝑧 = 𝑢 𝑥, 𝑦 + 𝑖𝑣(𝑥, 𝑦) สำมำรถหำอนุพันธ์ได้ที่

จุด 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 ดังนั้น ที่จุด 𝑧 จะมีอนุพันธ์ย่อยล ำดับที่ 1 

ของ 𝑢 และ 𝑣 และสอดคล้องกับสมกำรโคชี-รีมันน์

𝜕𝑢

𝜕𝑥
=

𝜕𝑣

𝜕𝑦
 และ 𝜕𝑢

𝜕𝑦
= −

𝜕𝑣

𝜕𝑥



สมกำรโคช-ีรีมันน์(CAUCHY–RIEMANN EQUATIONS)



• ค่ำจริงของฟังก์ชัน 𝜙(𝑥, 𝑦) ซึ่งมีอนุพันธ์ย่อยล ำดับที่ 2 ต่อเนื่องใน
โดเมน 𝐷 และสอดคล้องกับสมกำรลำปลำซจะถูกเรียกว่ำ ฮำร์โม
นิค (HARMONIC) ใน 𝐷 

• ฟังก์ชันจะเป็นฟังก์ชันวิเครำะห์ในโดเมน ถ้ำฟังก์ชันนั้นมีอนุพันธ์
ทุกจุด

• ถ้ำ 𝑓 𝑧 = 𝑢 𝑥, 𝑦 + 𝑖𝑣(𝑥, 𝑦) เป็นฟังก์ชันวิเครำะห์ใน
โดเมน 𝐷 ดังนั้นฟังก์ชัน  𝑢 และ 𝑣 เป็นฮำร์โมนิค

สมกำรโคช-ีรีมันน์(CAUCHY–RIEMANN EQUATIONS)



• ฟังก์ชันเอกซ์โพเนนเชียล คือ  

𝑒𝑧 = 𝑒𝑥+𝑖𝑦 = 𝑒𝑥(𝑐𝑜𝑠(𝑦) + 𝑖𝑠𝑖𝑛(𝑦))

• อนุพันธ์ของฟังก์ชันเอกซ์โพเนนเชยีล คือ

𝑑𝑒𝑧

𝑑𝑧
= 𝑒𝑧

• ค่ำลอกำลิทึมของจ ำนวนเชงิซอ้น 𝑧 มีค่ำเป็นอนันต์

𝑙𝑛 𝑧 = 𝑙𝑛 𝑧 + 𝑖 𝜃 + 2𝑛𝜋 , 𝑛 = 0, ±1, ±2, …

ฟังก์ชันเอกซ์โพเนนเชียลและลอกำริทึม 
(EXPONENTIAL AND LOGARITHMIC FUNCTIONS)



ฟังก์ชันเอกซ์โพเนนเชียลและลอกำริทึม 
(EXPONENTIAL AND LOGARITHMIC FUNCTIONS)

𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦

𝑤 = 𝑙𝑛 𝑧

𝑢 + 𝑖𝑣 = 𝑙𝑛 𝑧

𝑒𝑢+𝑖𝑣 = 𝑥 + 𝑖𝑦

𝑒𝑢(𝑐𝑜𝑠 𝑣 + 𝑖𝑠𝑖𝑛(𝑣)) = 𝑥 + 𝑖𝑦

𝑥 = 𝑒𝑢 𝑐𝑜𝑠 𝑣 , 𝑦 = 𝑒𝑢 𝑠𝑖𝑛 𝑣

𝑥2 + 𝑦2 = 𝑧 2 = 𝑒2𝑢

𝑡𝑎𝑛 𝑣 =
𝑦

𝑥
 , 𝑣 = 𝑡𝑎𝑛−1

𝑦

𝑥
= 𝜃

𝑢 = 𝑙𝑛 𝑧

𝑣 = 𝜃 + 2𝑛𝜋



อนุกรมเทย์เลอร์ (TAYLOR SERIES)

𝑓 𝑥 = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥2 + 𝑎3𝑥3 + 𝑎4𝑥4 + ⋯

𝑓′ 𝑥  = 𝑎1 + 2𝑎2𝑥 + 3𝑎3𝑥2 + 4𝑎4𝑥3 + 5𝑎5𝑥4 + ⋯

𝑓′′ 𝑥  = 2𝑎2 + 3 2 𝑎3𝑥 + 4 3 𝑎4𝑥2 + 5 4 𝑎5𝑥3 + ⋯

𝑓′′′ 𝑥 = 3 2 1 𝑎3 + 4 3 2 𝑎4𝑥 + 5 4 3 𝑎5𝑥2 + ⋯

𝑓′′′′ 𝑥 = 4 3 2 1 𝑎4 + 5 4 3 2 𝑎5𝑥 + ⋯

𝑓 0 = 𝑎0, 𝑓′ 0 = 𝑎1, 𝑓′′ 0 = 2𝑎2, 𝑓′′′ 0 = 3 2 1 𝑎3, 𝑓′′′′ 0 = 4 3 2 1 𝑎4

𝑎0 = 𝑓 0 , 𝑎1 =
𝑓′ 0

1
, 𝑎2 =

𝑓′′ 0

2 × 1
, 𝑎3 =

𝑓′′′ 0

3 × 2 × 1
, 𝑎4 =

𝑓′′′′ 0

4 × 3 × 2 × 1
, 𝑎𝑛 =

𝑓𝑛 0

𝑛!

𝑓 𝑥 =
𝑓 0

0!
+

𝑓′ 0

1!
𝑥 +

𝑓′′ 0

2!
𝑥2 +

𝑓′′′ 0

3!
𝑥3 + ⋯ = ෍

𝑛=0

∞
𝑓𝑛 0

𝑛!
𝑥𝑛



• 𝑒𝑖𝑥 = 𝑐𝑜𝑠 𝑥 + 𝑖𝑠𝑖𝑛 𝑥    :  EULER'S FORMULA

• 𝑓 𝑥 =
𝑓 0

0!
+

𝑓′ 0

1!
𝑥 +

𝑓′′ 0

2!
𝑥2 +

𝑓′′′ 0

3!
𝑥3 + ⋯ = σ𝑛=0

∞ 𝑓𝑛 0

𝑛!
𝑥𝑛

• 𝑓 𝑥 = 𝑒𝑖𝑥 =
1

0!
+

𝑖

1!
𝑥 −

1

2!
𝑥2 −

𝑖

3!
𝑥3 +

1

4!
𝑥4 +

𝑖

5!
𝑥5 −

1

6!
𝑥6 −

𝑖

7!
𝑥7 +

1

8!
𝑥8 +

𝑖

9!
𝑥9 − ⋯  =

1

0!
−

1

2!
𝑥2 +

1

4!
𝑥4 −

1

6!
𝑥6 +

1

8!
𝑥8 − ⋯ + 𝑖 ቄ

ቅ

1

1!
𝑥 −

1

3!
𝑥3 +

1

5!
𝑥5 −

1

7!
𝑥7 +

1

9!
𝑥9 − ⋯  = 𝑐𝑜𝑠 𝑥 + 𝑖 𝑠𝑖𝑛(𝑥)

ฟังก์ชันเอกซ์โพเนนเชียลและลอกำริทึม 
(EXPONENTIAL AND LOGARITHMIC FUNCTIONS)



ฟังก์ชันตรีโกณและไฮเพอร์โบลิค (TRIGONOMETRIC 
AND HYPERBOLIC FUNCTIONS)

• ส ำหรับจ ำนวนเชงิซอ้น ใดๆ 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦

𝑠𝑖𝑛 𝑧 =
𝑒𝑖𝑧 − 𝑒−𝑖𝑧

2𝑖
 , 𝑐𝑜𝑠 𝑧 =

𝑒𝑖𝑧 + 𝑒−𝑖𝑧

2

• ค่ำอนุพันธ์และค่ำเอกลักษณข์องจ ำนวนเชงิซ้อนของฟงัก์ชันตรีโกณมิติ 

จะเหมือนกับฟังก์ชันจ ำนวนจรงิ

• ฟังก์ชันไฮเพอร์โบลคิไซน์และโคไซน์ เทียบได้กับจ ำนวนจริง

𝑠𝑖𝑛ℎ 𝑧 =
𝑒𝑧 − 𝑒−𝑧

2
 , 𝑐𝑜𝑠ℎ 𝑧 =

𝑒𝑧 + 𝑒−𝑧

2



อินเวอร์สฟังก์ชันตรีโกณและไฮเพอร์โบลิค 
(INVERSE TRIGONOMETRIC AND HYPERBOLIC 

FUNCTIONS)

𝑤 = 𝑠𝑖𝑛−1 𝑧 ⇔ 𝑧 = 𝑠𝑖𝑛 𝑤

𝑧 =
𝑒𝑖𝑤 − 𝑒−𝑖𝑤

2𝑖
𝑒2𝑖𝑤 − 2𝑖𝑧𝑒𝑖𝑤 − 1 = 0

ดังนั้น QUADRATIC FORMULA

𝑒𝑖𝑤 = 𝑖𝑧 + 1 −𝑧2

ดังนั้น

𝑠𝑖𝑛−1 𝑧 = 𝑤 = −𝑖 𝑙𝑛(𝑖𝑧 + 1 −𝑧2)



อินเวอร์สฟังก์ชันตรีโกณและไฮเพอร์โบลิค 
(INVERSE TRIGONOMETRIC AND HYPERBOLIC 

FUNCTIONS)

𝑣 = 𝑐𝑜𝑠−1 𝑧 ⇔ 𝑧 = 𝑐𝑜𝑠 𝑣

𝑧 =
𝑒𝑖𝑣 + 𝑒−𝑖𝑣

2
𝑒2𝑖𝑣 − 2𝑧𝑒𝑖𝑣 + 1 = 0

ดังนั้น QUADRATIC FORMULA

𝑒𝑖𝑣 = 2𝑧 + 𝑧2 − 1 = 2𝑧 + 𝑖 1 − 𝑧2

ดังนั้น

𝑐𝑜𝑠−1 𝑧 = 𝑣 = −𝑖 𝑙𝑛(𝑧 + 𝑖 1 − 𝑧2)



อินเวอร์สฟังก์ชันตรีโกณและไฮเพอร์โบลิค 
(INVERSE TRIGONOMETRIC AND HYPERBOLIC 

FUNCTIONS)

ℎ = 𝑡𝑎𝑛−1 𝑧 ⇔ 𝑧 = 𝑡𝑎𝑛 ℎ

𝑧 = −𝑖
𝑒𝑖ℎ − 𝑒−𝑖ℎ

𝑒𝑖ℎ + 𝑒−𝑖ℎ

𝑧𝑒𝑖ℎ + 𝑧𝑒−𝑖ℎ = −𝑖𝑒𝑖ℎ + 𝑖𝑒−𝑖ℎ

𝑖 + 𝑧 𝑒𝑖ℎ = 𝑖 − 𝑧 𝑒−𝑖ℎ

𝑒2𝑖ℎ =
𝑖 − 𝑧

𝑖 + 𝑧

ℎ = 𝑡𝑎𝑛−1 𝑧 =
1

2𝑖
𝑙𝑛

𝑖 − 𝑧

𝑖 + 𝑧
=

𝑖

2
𝑙𝑛

𝑖 + 𝑧

𝑖 − 𝑧

ดังนั้น 



อินเวอร์สฟังก์ชันตรีโกณและไฮเพอร์โบลิค 
(INVERSE TRIGONOMETRIC AND HYPERBOLIC 

FUNCTIONS)

• อินเวอร์สของฟังก์ชนัลอกำลิทึมและอนุพันธ์ มีค่ำดังนี้

𝑠𝑖𝑛−1 𝑧 = −𝑖 𝑙𝑛 𝑖𝑧 + 1 − 𝑧2
1
2  

𝑑𝑠𝑖𝑛−1𝑧

𝑑𝑧
=

1

1 − 𝑧2
1
2

𝑐𝑜𝑠−1 𝑧 = −𝑖 𝑙𝑛 𝑧 + 𝑖 1 − 𝑧2
1
2  

𝑑𝑐𝑜𝑠−1𝑧

𝑑𝑧
=

1

1 − 𝑧2
1
2

𝑡𝑎𝑛−1 𝑧 =
𝑖

2
𝑙𝑛

𝑖 + 𝑧

𝑖 − 𝑧
 

𝑑𝑡𝑎𝑛−1𝑧

𝑑𝑧
=

1

1 + 𝑧2



ฟังก์ชันของตัวแปรเชงิซอ้น(COMPLEX FUNCTIONS)

ตัวอย่าง จงหาภาพ (IMAGE) ของ 𝑦 = (𝑥 − 1)2 ดังรูปด้านล่างด้วยการแมปปิ้ง 𝑓 𝑧 = 𝑧2

𝑓 𝑧 = 𝑓 𝑥 + 𝑖𝑦 = 𝑧2

= 𝑥2 + 2𝑖𝑥𝑦 − 𝑦2

= 𝑥2 − 𝑦2 + 𝑖 2𝑥𝑦

𝑢 𝑥, 𝑦 = 𝑥2 − 𝑦2 = 𝑥2 − (𝑥 − 1)4

𝑣 𝑥, 𝑦 = 2𝑥𝑦 = 2𝑥(𝑥 − 1)2x

y

𝑦 = (𝑥 − 1)2

v

u
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