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• บนระนาบ xy ความยาวของส่วนโค้ง (arc) ของกราฟ 𝑦 = 𝑓(𝑥) จาก 
𝑥 = 𝑎 ถึง 𝑥 = 𝑏 มีค่าเท่ากับ
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Surface Integrals (อินทิกรัลตามผิว)



a × b = −fx xi, yj 𝐢 −fy xi, yj 𝐣 + 𝐤 ∆x∆y

∆Tij= a × b = 1 + fx xi, yj
2

+ fy xi, yj
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∆x∆y

∆Tij= 1 + fx xi, yj
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∆A ≈  ∆𝑆𝑖𝑗

∆Tij= 1 + fx xi, yj
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𝑑𝐴

A(𝑆) = lim
m,n→∞

෍

i=1

m

෍

j=1

n

∆Tij

a = ∆x𝐢 + fx xi, yj ∆x𝐤

b = ∆y𝐣 + fy xi, yj ∆y𝐤

fx xi, yj , fy xi, yj  ความชนัของเว็คเตอร ์ a, b

a × b =

𝐢 𝐣 𝐤

∆x 𝟎 fx xi, yj ∆x

0 ∆y fy xi, yj ∆y



ถา้ f เป็นฟังก์ชันท่ีมอีนุพันธย์่อย fx , fy ต่อเน่ืองบนขอบเขต R ดังนั้น พื้นที่ของพื้นผิว 

(Surface Area) เหนือขอบเขต R มีค่าเท่ากับ

ให้ G เป็นฟังก์ชันที่ม ี3 ตัวแปรที่ถูกก าหนดให้อยูเ่หนือบรเิวณพ้ืนผิว 3มิต ิS ดังนั้น 
อินทิกรัลตามผิว (Surface Integral) ของ G เหนือบริเวณ S มีคา่เทา่กับ

• การประยุกต์ใช้อินทิกรัลตามผิว จะถูกใช้เพื่อหาค่ามวลของพื้นผวิ

ฟลักซ์ที่ไหลผ่านพื้นผวิ หรือ ประจุบนพื้นผวิ เป็นต้น

Surface Integrals (อินทิกรัลตามผิว)



ตัวอย่าง 

จงหาพ้ืนที่ของ Surface ซึ่งเป็นสว่นของทรงกลม 𝑥2 +  𝑦2 + 𝑧2 = 𝑎2

ที่อยู่เหนือระนาบ 𝑥𝑦 และอยูภ่ายในทรงกระบอก 𝑥2 + 𝑦2 = 𝑏2, 0 < 𝑏 < 𝑎

จากรูป 𝑧 = 𝑓 𝑥, 𝑦  โดย 𝑓 𝑥, 𝑦 = 𝑎2 − 𝑥2 − 𝑦2 ดังนั้น
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 และ 𝑓𝑦 𝑥, 𝑦 =
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𝑎2−𝑥2−𝑦2
  ดังนั้น
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2
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𝑑𝐴 โดยที่ 𝑅 คือขอบเขตที่ก าหนดใหด้ังรูป และเพ่ือหาค่าอนิทิกรัลสองชัน้ เราจะใช ้

Polar coordinates
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Surface Integrals (อินทิกรัลตามผิว)

clear

% a=5, b=3

fun = @(x,y) 5./sqrt(5^2 - x.^2 - y.^2);

xmax = @(y) sqrt(3.^2 - y.^2);

xmin = @(y) -sqrt(3.^2 - y.^2);

sol = integral2(fun,-3,3,xmin,xmax)



ตัวอย่าง 

จงหาค่า ׭𝑆
𝑥𝑧2𝑑𝑆 โดยที่ 𝑆 เป็นสว่นของทรงกระบอก 𝑦 = 2𝑥2 + 1 ที่อยู่ในควอแดรนต์ที่1 ถูกจ ากัดขอบเขต

ดว้ย  𝑥 = 0, 𝑥 = 2, 𝑧 = 4 และ 𝑧 = 8

เราทราบวา่   𝑔 𝑥, 𝑧 = 2𝑥2 + 1 และ 𝑅 คือบริเวณส่ีเหล่ียมในระนาบ 𝑥𝑧 ดังรูป และเน่ืองจาก 𝑔𝑥 𝑥, 𝑧 =
4𝑥 และ 𝑔𝑧 𝑥, 𝑧 = 0  ดังนั้น
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clear

fun = @(x,z) x.*z.^2.*sqrt(1+16*x.^2)

q = integral2(fun,0,2,4,8)

Surface Integrals (อินทิกรัลตามผิว)



ถา้ 𝐅 𝑥, 𝑦, 𝑧 = 𝑃 𝑥, 𝑦, 𝑧 𝐢 + 𝑄 𝑥, 𝑦, 𝑧 𝐣 +𝑅 𝑥, 𝑦, 𝑧 𝐤 เป็นสนามความเร็ว
ของของเหลว ตามที่เราเห็นในรูป ปริมาตรของของเหลวที่ไหลผ่านส่วนยอ่ยๆของพื้นที่
ผิว ∆𝑆 ต่อหนึ่งหน่วยเวลา จะมีค่าโดยประมาณเท่ากับ

ความสูง ×พื้นที่ฐาน = comp𝐧𝐅 ∆𝑆 = (𝐅 ∙ 𝐧) ∆𝑆 

โดยที่ 𝐧 คือเว็คเตอร์หนึ่งหน่วยท่ีตัง้ฉากกับพ้ืนผิว ตามรูป ปริมาณของเหลวทัง้หมดที่
ไหลผ่าน 𝑆 ต่อหนึ่งหน่วยเวลา จะถูกเรยีกวา่ ฟลักซ์ของ 𝐅 ที่ผ่าน 𝑆 และมีค่าเท่ากับ   

flux of 𝐅 = ඵ

𝑆

 (𝐅 ∙ 𝐧) 𝑑𝑆

ในกรณีของพื้นผิวปิด 𝑆 
ถ้า 𝐧 ตัง้ฉากกับพื้นผวิด้านนอก (ด้านใน) จะความหมายว่า 
ปริมาณของเหลวที่ไหลออก (เข้า) ผ่านพ้ืนผวิ 𝑆 ตอ่หนึ่งหนว่ยเวลา

Integrals of Vector Fields
(อินทิกรัลของสนามเว็คเตอร์)



Integrals of Vector Fields
(อินทิกรัลของสนามเว็คเตอร์)
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ถา้พืน้ผิวเรยีบ S ถกูก าหนดใหเ้ป็น 𝑔 𝑥, 𝑦, 𝑧 = 0 ดงันัน้ เวค็เตอรห์นึ่งหน่วยที่ตัง้ฉากกบัพืน้ผิว คือ



Flux Through a Surface (ฟลักซ์ที่ไหลผ่านพ้ืนผิว)
ตัวอย่าง ก าหนดให้ F(x,y,z)=zj+zk แทนการไหลของของเหลว จงหาฟลกัซ ์(flux) ของ F ท่ีผ่าน
พืน้ผิว S ซึง่เป็นสว่นของระนาบ z=6−3x−2y ท่ีอยู่ในอฐัภาค (octant) ที่ 1 

จากรูปท่ีแสดง สนามเว็คเตอร ์และพืน้ผิวคือ ระนาบ g x,y,z =3x+2y+z−6=0

เว็คเตอรห์น่วยที่ตัง้ฉากกบัพืน้ผิว และมีค่า z ท่ีเป็น + คือ

n=
g

g
=

3i+2j+k

32+22+12
=

3i

14
+

2j

14
+

k

14
ดงันัน้ 

flux= S׭ F∙n dS =
1

14
S׭ 3z dS

และจากรูป R คือ โปรเ์จ็คชนัของพืน้ผิวลงบนระนาบ xy ดงันัน้

flux=
3

14
ඵ

S

6−3x−2y 14dA

=3 න

0

2

න

0

3−3x
2

6−3x−2y  dydx =18

clear

syms x y z

plane=[x,y,6-3*x-2*y]

F = [0,z,z]

ndS = cross(diff(plane,x),diff(plane,y))

Fpar = subs(F,[x,y,z],plane)

flux = int(int(dot(Fpar,ndS),x,0,2-2/3*y),y,0,3)

flux2 = int(int(dot(Fpar,ndS),y,0,3-3/2*x),x,0,2)



• ทฤษฎขีองสโตกส์(3D) คล้ายทฤษฎีบทของกรีน(2D)

• ทฤษฎขีองสโตกส์ กล่าวว่า อินทิกรัลตามเส้น C ของ F
รอบพื้นผิว S ตามทิศทางของเส้นสัมผัสเส้นโค้งมคี่าเท่ากับ
อินทิกรัลตามผิวของ ×F ตลอด S

ให้ S เป็นพ้ืนผิวที่มีทศิทาง (orientable surface)และเรียบเป็นช่วง ๆ (piecewise-smooth) ซึ่งมขีอบเขตเป็นเส้นโค้ง
ปิดอยา่งง่าย C ที่เรียบเป็นช่วง ๆ ให้ F x,y,z =P x,y,z i+Q x,y,z j +R x,y,z k เป็นสนามเว็ค

เตอร์ โดยที่ P,Q, R เป็นฟังก์ชันต่อเนื่อง และมีอนุพันธ์ยอ่ยอันดับที่หนึ่ง (
∂
∂x

,
∂
∂y

,
∂
∂z

) ต่อเน่ืองในบริเวณ

ของปริภูมิ 3มิติ (ℝ3) ที่บรรจุ S (สามารถหาค่าได)้ ถ้าหาก C ถูกส ารวจไปในทิศทางบวก (positive direction) 

ර

C

F∙dr = ර

C

F∙T dS = ඵ

S

×F ∙ndS

โดยที่ n เป็นเวกเตอร์หนึ่งหน่วยที่ตั้งฉากกับ S ในทิศทางของการวางแนวของ S (ถ้าคุณเดินในทิศทางบวกรอบ 
C โดยหันศีรษะของคุณไปในทิศทางของ n แล้วผิวจะอยู่ทางซ้ายมือของคุณเสมอ)

Stokes’ Theorem (ทฤษฎีของสโตกส)์



ตัวอย่าง จงหาค่า Cׯ F∙dr โดยที่ F x,y,z =−y2i+xj+z2k และ C เป็นเสน้โคง้ที่เกิดจาก

ระนาบ y+z =2 ตดักบัทรงกระบอก x2+y2=1 ดงัรูป
จาก F x,y,z  = −y2i + xj + z2k เราสามารถหา F ไดด้งันี ้

F =

i j k

∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z

−y2 x z2

 = (1+2y)k

และเรารูว้่า   g x,y,z =y+z−2=0 ดงันัน้เว็คเตอรห์น่วยทิศพุ่งขึน้ คือ

n=
g
g

=
j+k

2
      

ใชท้ฤษฎีของสโตกส ์  

ඵ

𝑆

∇ × 𝐅 ∙ 𝐧 𝑑𝑆 =
1

2
ඵ

𝑆

(1 + 2𝑦) 𝑑𝑆

=
1

2
ඵ

𝐷

(1 + 2𝑦) 2𝑑𝐴

= න

0

2𝜋

න

0

1

1 + 2 rsin 𝜃 𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃 = 𝜋

clear

syms z x y t r

F4 = [-y^2,x,z^2]

sigma = [r*cos(t),r*sin(t),2-y]

boundary=subs(sigma,r,1)

int(dot(subs(F4,[x,y,z],boundary),diff(boundary,t)),t,0,2*pi)

ndS=simplify(cross(diff(sigma,r),diff(sigma,t)))

curlF4=curl(F4,[x,y,z])

int(int(dot(curlF4,ndS),r,0,1),t,0,2*pi)

𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) = 2 − 𝑦
𝑓𝑥 𝑥, 𝑦 = 0
𝑓𝑦 𝑥, 𝑦 = −1

Stokes’ Theorem (ทฤษฎีของสโตกส)์



ตัวอย่าง จงหาค่า ׯC F∙dr โดยท่ี C เป็นเส้นทางสามเหลีย่มที่มีจุดยอดที่ (1,0,0) (0,1,0) และ (0,0,1)

F x,y,z =(x+y2)i+(y+z2)j+(z+x2)k

clear

syms x y z

plane=[x,y,1-x-y]

F = [x+y^2,y+z^2,z+x^2]

F = subs(F,[x,y,z],plane)

ndS = cross(diff(plane,x),diff(plane,y))

sol = int(int(dot(curl(F,[x,y,z]),ndS),y,0,1-x),x,0,1)

Stokes’ Theorem (ทฤษฎีของสโตกส)์

F =

i j k

∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z

x+y2 y+z2 z+x2

 = −2zi −2xj−2yk

และเรารูว้่า   g x,y,z =x+y+z−1=0 ดังนัน้เว็คเตอร์หน่วยทิศพุ่งขึ้น คือ  n=
g
g

=
i+j+k

3
      

ใชท้ฤษฎีของสโตกส ์  

ඵ

S
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3
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3
ඵ

S
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−2

3
ඵ

R

1+ fx x,y 2+ fy x,y
2

dxdy

=
−2

3
න

0

1

න

0

1−y

3dxdy =−2 න

0

1

න

0

1−y

dxdy =−2 න

0

1

1−y dy= ቤ−2 y−
y2

2

1

0
=−1

x+y+z=1
(0,0,1)

x

y

z

(1,0,0)

(0,1,0)



ตัวอย่าง จงใช้ทฤษฎขีองสโตกส์ หาค่า׭S F ∙n dS โดยที่  F x,y,z =xzi+yzj+xyk และ

S เป็นพื้นผิวทีเ่กิดจากทรงกลม x2+y2+z2=4 และทรงกระบอก 

x2+y2=1 ตัดกันดังรูป จาก 𝐅 = 𝑥𝑧𝐢 + 𝑦𝑧𝐣 + 𝑥𝑦𝐤 เราสามารถหา F ได้ดังนี้

F=

i j k

∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z
xz yz xy

= x−y i+ x−y j

และเรารูว้า่ g x,y,z =x2+y2+z2−4=0  ดังนั้น n คือ

n=
g
g

=
xi+yj+zk 

2
 และ f x,y =z= 4−x2−y2

ใช้ทฤษฎีของสโตกส์  

ඵ

S

F ∙n 𝐷𝑠

=
1

2
ඵ

S

x x−y +y(x−y) dS= න

0

2π

න

0

1

r2 cos 2θ rdrdθ = 0

clear

syms x y z t r

F = [x*z,y*z,x*y]

boundary = [r*cos(t),r*sin(t),sqrt(4-(r*cos(t))^2-(r*sin(t))^2)]

ndS=cross(diff(boundary,r),diff(boundary,t))

curlF=curl(F,[x,y,z])

sol = int(int(dot(curlF,ndS),r,0,1),t,0,2*pi)

Stokes’ Theorem (ทฤษฎีของสโตกส)์



เปรียบเทียบทฤษฎีของสโตกส์ กับ ทฤษฎีบทของกรีน
• ทฤษฎีบทของกรีน เป็นกรณีเฉพาะของทฤษฎีของสโตกส์ ในระนาบ 𝑥𝑦

𝐶ׯ
𝐅 ∙ 𝑑𝐫 = 𝐶ׯ

𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦 = 𝑆׭
𝛻 × 𝐅 ∙ 𝐧 𝑑𝑆 (สโตกส์)

กฏ: ถ้าเราเดินตาม 𝐶 ในทิศทางที่เป็นบวก พ้ืนผิว 𝑆 จะอยู่ด้านซ้ายมือเรา ดังนั้น 𝐧 จะมีทศิพุ่งออกจากพ้ืนผิว (ชี้ขึน้) ดังรูป

𝐶ׯ
𝐅 ∙ 𝑑𝐫 = 𝐶ׯ

𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦 = 𝑅׭

𝜕𝑄

𝜕𝑥
−

𝜕𝑃

𝜕𝑦
𝑑𝐴     (กรีน)

ตัวอย่างการเปรยีบเทียบทฤษฎีของสโตกส์ กับ ทฤษฎีบทของกรีน 

ถ้า S เป็นส่วนราบเรียบบนระนาบ xy ที่ถูกปิดลอ้มดว้ย C ทิศทวนเข็มนาฬิกาดังนั้น 

ර

𝐶

𝐅. 𝑑𝐫 = ර

𝐶

𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦 = ඵ

𝑠

𝛁 × 𝐅 ∙ 𝐤 𝑑𝑥𝑑𝑦

โดยทฤษฎบีทของกรนี ׭𝑅

𝜕𝑄

𝜕𝑥
−

𝜕𝑃

𝜕𝑦
𝑑𝐴 = 𝑠׭

𝛁 × 𝐅 ∙ 𝐧 𝑑𝑆 = 𝑅׭
𝛁 × 𝐅 ∙ 𝐤 𝑑𝑥𝑑𝑦 

ดังนั้น ทฤษฎบีทของสโตกส์ และกรีนมีคา่เท่ากัน

หมายเหตุ ทฤษฎขีองสโตกส์ เรามีอสิระในการเลือกพ้ืนผิว S ใดๆก็ได้ ที่ถูกปิดล้อมด้วย C (C=วงกลม
𝑆=ดิสก์, ครึ่งทรงกลม, กรวย เป็นต้น)
พสิูจน์ทฤษฎขีองสโตกส์
1. ถา้ C และ S คือ ระนาบ xy ดังนั้น ทฤษฎขีองสโตกส=์ทฤษฎบีทของกรีน 
2. ถา้ C และ S คือ ระนาบใดๆ  ดังนั้น ทฤษฎขีองสโตกส์=ทฤษฎบีทของกรีน ในระนาบนั้นๆ 



1. ด้านขวาของสมการ ทฤษฎีของสโตกส์

ර

𝐶

𝐅 ∙ 𝑑𝐫 = ර

𝐶

𝐅 ∙ 𝐓 𝑑𝑆 = ඵ

𝑆

𝛁 × 𝐅 ∙ 𝐧𝑑𝑆

𝐅 = 𝑃 𝑥, 𝑦, 𝑧 𝐢 + 𝑄 𝑥, 𝑦, 𝑧 𝐣 + 𝑅 𝑥, 𝑦, 𝑧 𝐤

และสมการของพืน้ผิว S คอื 𝑧 = 𝑓 𝑥, 𝑦 หรอื 𝑧 − 𝑓 𝑥, 𝑦 = 0

𝛻 × F =
𝜕𝑅

𝜕𝑦
−

𝜕𝑄

𝜕𝑧
i +

𝜕𝑃

𝜕𝑧
−

𝜕𝑅

𝜕𝑥
j +

𝜕𝑄

𝜕𝑥
−

𝜕𝑃

𝜕𝑦
k

สมมุติให้ g 𝑥, 𝑦, 𝑧 = 𝑧 − 𝑓 𝑥, 𝑦 = 0

n =
𝛻g

𝛻g
=

−
𝜕𝑓
𝜕𝑥

i −
𝜕𝑓
𝜕𝑦

j + 1k

1 +
𝜕𝑓
𝜕𝑥

2

+
𝜕𝑓
𝜕𝑦

2

ඵ

𝑆

𝛁 × 𝐅 ∙ 𝐧𝑑𝑆 = ඵ

𝑅

−
𝜕𝑅

𝜕𝑦
−

𝜕𝑄

𝜕𝑧

𝜕𝑓

𝜕𝑥
−

𝜕𝑃

𝜕𝑧
−

𝜕𝑅

𝜕𝑥

𝜕𝑓

𝜕𝑦
+

𝜕𝑄

𝜕𝑥
−

𝜕𝑃

𝜕𝑦
𝑑𝐴

Proof Stokes’ Theorem (พิสูจน์ทฤษฎีของสโตกส์)



2. ด้านซ้ายของสมการ ทฤษฎีของสโตกส์
 สมการ parametric representation of C คือ

𝑥 = 𝑥 𝑡 , 𝑦 = 𝑦 𝑡 , 𝑧 = 𝑓 𝑥 𝑡 , 𝑦 𝑡 , 𝑎 ≤ 𝑡 ≤ 𝑏

ර

𝐶

𝐅 ∙ 𝑑𝐫 = ර

𝐶

𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦 + 𝑅𝑑𝑧 = න

𝑎

𝑏

𝑃
𝑑𝑥

𝑑𝑡
+ 𝑄

𝑑𝑦

𝑑𝑡
+ 𝑅

𝜕𝑓

𝜕𝑥

𝑑𝑥

𝑑𝑡
+

𝜕𝑓

𝜕𝑦

𝑑𝑦

𝑑𝑡
𝑑𝑡 ← กฏลูกโซ่

= ර

𝐶𝑥𝑦−𝑝𝑙𝑎𝑛𝑒

𝑃 + 𝑅
𝜕𝑓

𝜕𝑥
𝑑𝑥 + 𝑄 + 𝑅

𝜕𝑓

𝜕𝑦
𝑑𝑦

= ඵ

𝑅

𝜕 𝑄 + 𝑅
𝜕𝑓
𝜕𝑦

𝜕𝑥
−

𝜕 𝑃 + 𝑅
𝜕𝑓
𝜕𝑥

𝜕𝑦
𝑑𝐴  ← ทฤษฎีบทของกรีน

Proof Stokes’ Theorem (พิสูจน์ทฤษฎีของสโตกส์)



1. พจน์แรกของสมการ ทฤษฎบีทของกรีน

𝜕 𝑄 + 𝑅
𝜕𝑓
𝜕𝑦

𝜕𝑥
=

𝜕 𝑄 𝑥, 𝑦, 𝑓 𝑥, 𝑦 + 𝑅 𝑥, 𝑦, 𝑓 𝑥, 𝑦
𝜕𝑓
𝜕𝑦

𝜕𝑥
 

=
𝜕𝑄

𝜕𝑥
+

𝜕𝑄

𝜕𝑧

𝜕𝑓

𝜕𝑥
+ 𝑅

𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑦
+

𝜕𝑓

𝜕𝑦

𝜕𝑅

𝜕𝑥
+

𝜕𝑅

𝜕𝑧

𝜕𝑓

𝜕𝑥
=

𝜕𝑄

𝜕𝑥
+

𝜕𝑄

𝜕𝑧

𝜕𝑓

𝜕𝑥
+ 𝑅

𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑦
+

𝜕𝑅

𝜕𝑥

𝜕𝑓

𝜕𝑦
+

𝜕𝑓

𝜕𝑦

𝜕𝑅

𝜕𝑧

𝜕𝑓

𝜕𝑥

2.    พจน์ที่สองของสมการ ทฤษฎบีทของกรีน

𝜕 𝑃 + 𝑅
𝜕𝑓
𝜕𝑥

𝜕𝑦
= −

𝜕 𝑃 𝑥, 𝑦, 𝑓 𝑥, 𝑦 + 𝑅 𝑥, 𝑦, 𝑓 𝑥, 𝑦
𝜕𝑓
𝜕𝑥

𝜕𝑦

= −
𝜕𝑃

𝜕𝑦
−

𝜕𝑃

𝜕𝑧

𝜕𝑓

𝜕𝑦
− 𝑅

𝜕2𝑓

𝜕𝑦𝜕𝑥
−

𝜕𝑓

𝜕𝑥

𝜕𝑅

𝜕𝑦
+

𝜕𝑅

𝜕𝑧

𝜕𝑓

𝜕𝑦
= −

𝜕𝑃

𝜕𝑦
−

𝜕𝑃

𝜕𝑧

𝜕𝑓

𝜕𝑦
− 𝑅

𝜕2𝑓

𝜕𝑦𝜕𝑥
−

𝜕𝑅

𝜕𝑦

𝜕𝑓

𝜕𝑥
−

𝜕𝑓

𝜕𝑥

𝜕𝑅

𝜕𝑧

𝜕𝑓

𝜕𝑦

= ඵ

𝑅

𝜕 𝑄 + 𝑅
𝜕𝑓
𝜕𝑦

𝜕𝑥
−

𝜕 𝑃 + 𝑅
𝜕𝑓
𝜕𝑥

𝜕𝑦
𝑑𝐴 = ඵ

𝑅

−
𝜕𝑅

𝜕𝑦
−

𝜕𝑄

𝜕𝑧

𝜕𝑓

𝜕𝑥
−

𝜕𝑃

𝜕𝑧
−

𝜕𝑅

𝜕𝑥

𝜕𝑓

𝜕𝑦
+

𝜕𝑄

𝜕𝑥
−

𝜕𝑃

𝜕𝑦
𝑑𝐴

Proof Stokes’ Theorem (พิสูจน์ทฤษฎีของสโตกส์)



ตัวอย่าง ก าหนดให้ S เป็นส่วนของทรงกระบอก z=1−x2 ส าหรับ 0≤x≤1, −2≤y≤2 จงพิสูจน์  
Stokes’ theorem ส าหรับสนามเว็คเตอร์ F=xyi+yzj+xzk สมมุติให้ S เป็น surface ด้านบนตาม
รูป S คือ เส้นโค้ง C ประกอบดว้ย C1,C2, C3, C4 และ บริเวณ R แสดงดังรูป

Stokes’ Theorem (ทฤษฎีของสโตกส)์



Surface Integral จาก F=xyi+yzj+xzk เราสามารถหา F ไดด้งันี ้

F=

i j k

∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z
xy yz xz

= −yi −zj −xk

และเรารูว้่า  g x,y,z =z+x2 − 1= 0 เป็นทรงกระบอก ดงันัน้เว็คเตอรห์น่วยทิศพุ่งขึน้ คือ

n=
g
g

=
2xi+k

4x2+1

      

ดงันัน้ 

ඵ

S

curl F∙n dS= ඵ

S

−2xy−x

4x2+1
dS= ඵ

R

(−2xy−x) dA= න

0

1

න

−2

2

−2xy−x dydx = −2

clear

syms x y z t r

F = [x*y,y*z,x*z]

boundary = [x,y,1-x^2]

ndS=cross(diff(boundary,x),diff(boundary,y))

curlF=curl(F,[x,y,z])

sol = int(int(dot(curlF,ndS),x,0,1),y,-2,2)

Stokes’ Theorem (ทฤษฎีของสโตกส)์



Line Integral จาก Cׯ = C1׬
+ C2׬

+ C3׬
+ C4׬

บน C1: x=1, z=0, dx=0, dz=0 ดังนั้น

න

𝑪𝟏

𝑦 0 + 𝑦 0 𝑑𝑦 + 0 = 0

บน C2: y=2, z=1−x2, dy=0, dz=−2xdx ดังนั้น

න

𝑪𝟐

2𝑥𝑑𝑥 + 2 1 − 𝑥2 0 + 𝑥(1 − 𝑥2)(−2𝑥𝑑𝑥) = න

𝟏

𝟎

(2𝑥 + 2𝑥4 − 2𝑥2)𝑑𝑥 = −
11

15

บน C3: x=0, z=1, dx=0, dz=0 ดังนั้น

න

𝑪𝟑

0 + 𝑦𝑑𝑦 + 0 = න

2

−2

𝑦𝑑𝑦 = 0

บน C4: y=−2, z=1−x2, dy=0, dz=−2xdx ดังนั้น

න

𝑪𝟒

−2𝑥𝑑𝑥 − 2 1 − 𝑥2 0 + 𝑥(1 − 𝑥2)(−2𝑥𝑑𝑥) = න

𝟎

𝟏

(−2𝑥 + 2𝑥4 − 2𝑥2)𝑑𝑥 = −
19

15

ดังนั้น ׬𝑪𝟏
+ 𝑪𝟐׬

+ 𝑪𝟑׬
+ 𝑪𝟒׬

= −
11

15
−

19

15
= −2



ตัวอย่าง จงหาค่า ׯC zdx+xdy+ydz โดยที่ C คือเส้นทางของทรงกระบอก x2+y2=1 

ในระนาบ y+z=2 ถา้ C วนรอบในทิศทวนเข็มนาฬิกา

จากโจทย์ F=zi+xj+yk ดังนั้น เราสามารถหา F ได้ดังนี้

F=

i j k

∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z
z x y

=i+j+k

จากทิศทางการวนรอบ C สอดคล้องกับผิวด้านบนของ surface S และเรารู้วา่ 
g x,y,z =y+z−2=0 เป็นระนาบ ดังนั้นเว็คเตอร์หนว่ยทิศพุ่งขึ้น คือ

n=
g
g

=
j+k

2
      

ර

C

F∙dr = ඵ

S

curl F∙n dS= ඵ

S

i+j+k .(
j+k

2
) dS

= 2 ඵ

S

dS = 2 ඵ

R

2 dA=2π

clear

syms x y z t r

F = [z,x,y]

boundary = [r*cos(t),r*sin(t),2-r*sin(t)]

ndS=cross(diff(boundary,r),diff(boundary,t))

curlF=curl(F,[x,y,z])

sol = int(int(dot(curlF,ndS),r,0,1),t,0,2*pi)



ตัวอย่าง จงใช้ Stokes’ theorem หาค่า ׯC F∙dr โดยที่ C วนในทิศทวนเข็มนาฬิกา

F=z2y cos xy i+z2x 1+ cos xy j+2z sin xy k โดย C มีขอบเขตเป็น ระนาบ z=1−y 

ර
C

F∙dr = ර
C1

F∙dr + ර
C2

F∙dr + ර
C3

F∙dr + ර
C4

F∙dr =0+0+0+ ර
C4

2z2 1+ cos 2y dy+2z sin 2y dz

= න

0

1

2(1−y)2 1+ cos 2y dy−2 1−y sin 2y dy

= න

0

1

2(1−y)2 1+ cos 2y dy−2 1−y sin 2y dy =
2

3

clear

syms x y z

F = [y*z^2*cos(x*y),x*z^2+x*z^2*cos(x*y),2*z*sin(x*y)]

boundary = [x,y,1-y]

ndS=cross(diff(boundary,x),diff(boundary,y))

curlF=curl(F,[x,y,z])

sol = int(int(subs(dot(ndS,curlF),boundary),y,0,1),x,0,2)

sol = sol(3)

วธิีท่ี 1 (Stokes’ theorm)

วธิีท่ี 2 (Direct : ׯC F∙dr = Cׯ z2y cos xy i+z2x 1+ cos xy j+2z sin xy k ∙ dxi + dyj + dzk )

C4
C1

C2

C3

z=0 x=0 y=0



Check it?

ตัวอย่าง จงใช้ทฤษฎีสโตกส์หาค่า׭S F ∙ndS สมมุติว่า S มีทิศพุง่ขึน้ F=2xy2zi + 2x2yzj +

x2y2−6x k โดย 𝑆 เป็นสว่นของระนาบ z = y ซึ่งอยู่ภายในทรงกระบอกที่มฐีานเป็นสมการวงกลม x2+y2=1

จากโจทย ์F=2xy2zi + 2x2yzj + x2y2−6x k ดังนัน้ เราสามารถหา F ได้ดังนี้

F=

i j k

∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z

2xy2z 2x2yz x2y2−6x

=6j

จากทศิทางการวนรอบ C สอดคล้องกับผิวด้านบนของ surface S และเรารู้วา่ g x,y,z =z−y = 0 เป็นระนาบ ดังนัน้เว็คเตอร์หน่วย
ทศิพุ่งขึน้ คอื

n=
g
g

=
−j+k

2
      

ර

C

F∙dr = ඵ

S

curl F∙n dS= ඵ

S

−6

2
dS= ඵ

R

−6

2
1+ fx x,y 2+ fy x,y

2
dA = ඵ

R

−6 dA=−6 න

0

2π

න

0

1

rdrdθ =−6π

https://www.symbolab.com/solver/definite-integral-calculator/int_%7b0%7d%5e%7b1%7d%20/left(2/left(1-y/right)%5e%7b2%7d/left(1+cos2y/right)-2/left(1-y/right)sin2y/right)dy


Check it?

ตัวอย่าง จากข้อที่ผ่านมา จงใช้วธิี line integral หาค่า ׯC F∙dr ถ้า F=2xy2zi + 2x2yzj + x2y2−6x k 

โดย C เป็นเสน้โค้งที่เกิดจากระนาบ z = y และอยู่ภายในทรงกระบอกที่มฐีานเป็นสมการวงกลม x2+y2=1

ර
C

F∙dr = ර
C

2xy2z dx+2x2yz dy+ x2y2−6x dz

= න

0

2π

−2 cos t sin3 t sin t dt+2 cos2 t sin2 t cos t dt+ cos2 t sin2 t −6 cos t cos t dt

= න

0

2π

−2 cos t sin4 t +3 cos3 t sin2 t −6 cos2 t dt = −6π

import sympy as sp

from sympy import symbols, Matrix, cos, sin, diff, pi, integrate

# Define symbols

x, y, z, r, t = sp.symbols('x y z r t')

# Define vector field F

F = Matrix([2*x*y**2*z, 2*x**2*y*z, x**2*y**2 - 6*x])

# Define parameterized boundary

boundary = Matrix([r*sp.cos(t), r*sp.sin(t), r*sp.sin(t)])

# Compute normal differential surface element using cross product

br=diff(boundary, r)

bt=diff(boundary, t) 

ndS = Matrix([br[1]*bt[2] - br[2]*bt[1], br[2]*bt[0] - br[0]*bt[2], br[0]*bt[1] - br[1]*bt[0]])

# Compute curl of F

curlF = Matrix([diff(F[2],y)-diff(F[1],z), diff(F[0],z)-diff(F[2],x), diff(F[1],x)-diff(F[0],y)])

# Substitute boundary into curlF

integrand = ndS.dot(curlF)  # Corrected dot product

# Compute double integral

sol = integrate(integrate(integrand, (r, 0, 1)), (t, 0, 2*pi)); print(sol)

https://www.symbolab.com/solver/definite-integral-calculator/int_%7b0%7d%5e%7b1%7d%20/left(2/left(1-y/right)%5e%7b2%7d/left(1+cos2y/right)-2/left(1-y/right)sin2y/right)dy


Stokes’ Theorem (ทฤษฎีของสโตกส)์



HW



• การประยุกต์ใช้งานการอินทิกรัลสามชั้น
– หาปริมาตรของรปูทรงตัน (Volume of solids)

– หามวลของรูปทรงตัน (Mass of solids)

– หาโมเมนล าดับหนึง่และสอง(โมเมนความเฉื่อย) ของรูปทรงตัน (First and 
second moments of solids)

– หาโคออดิเนทจุดศูนย์กลางมวล (Coordinates of center of mass)

– หาจุดเซนทรอยด์ของรูปทรงตัน (Centroid of solids)

Triple Integrals (อินทิกรัลสามชั้น)





Center of Mass (Application)

ตัวอย่าง รูปทรงอยู่ในออกแตนท์ที่ 1 และถูกจ ากัดขอบเขตดว้ยกราฟทรงกรวย 𝑧 = 𝑥2 + 𝑦2 , ระนาบ 𝑧 = 1
, 𝑥 = 0 และ 𝑦 = 0 จงหาจุดศูนยก์ลางมวล ถ้าความหนาแน่นของรูปทรงดังกล่าวมีค่าเท่ากับ 𝜌 𝑟, 𝜃, 𝑧 = 𝑟

จากโจทย ์สมการของกรวยคือ 𝑧 = 𝑥2 + 𝑦2 = 𝑟 ดงันัน้จากรูป

𝑚 = ම

𝐷

𝑟𝑑𝑉 = න

0

𝜋
2

න

0

1

න

𝑟

1

𝑟 𝑑𝑧 𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃  

= න

0

𝜋
2

න

0

1

𝑟2𝑧
1
𝑟

𝑑𝑟𝑑𝜃 = න

0

𝜋
2

න

0

1

(𝑟2 − 𝑟3)𝑑𝑟𝑑𝜃

=
𝜋

24

clear

syms x y z r t 

answer = int(int(int(r^2,z,r,1),r,0,1),t,0,pi/2)



Center of Mass (Application)

clear

syms x y z r t 

Mxy = int(int(int(z*r^2,z,r,1),r,0,1),t,0,pi/2)

Mxz = int(int(int(sin(t)*r^3,z,r,1),r,0,1),t,0,pi/2)

Myz = int(int(int(cos(t)*r^3,z,r,1),r,0,1),t,0,pi/2)

First Moments: The first moments of the solid



Center of Mass (Application)

clear

syms x y z r t 

Ix = int(int(int(r^4*sin(t)^2+r^2*z^2,z,r,1),r,0,1),t,0,pi/2)

Second moments, or Moments of Inertia

𝐼𝑥 = ම

𝐷

𝑟2 sin2 𝜃 + 𝑧2 𝑟2𝑑𝑧𝑑𝑟𝑑𝜃 = න

0

𝜋/2

න

0

1

න

𝑟

1

𝑟4 sin2 𝜃 + 𝑟2𝑧2 𝑑𝑧𝑑𝑟𝑑𝜃

= න

0

𝜋/2

න

0

1

቉𝑧𝑟4 sin2 𝜃 +
𝑟2𝑧3

3
𝑟

1

𝑑𝑟𝑑𝜃 = න

0

𝜋/2

න

0

1

𝑟4 − 𝑟5 sin2 𝜃 +
𝑟2

3
−

𝑟5

3
𝑑𝑟𝑑𝜃

= න

0

𝜋/2

൩
𝑟5

5
−

𝑟6

6
sin2 𝜃 +

𝑟3

9
−

𝑟6

18
0

1

𝑑𝜃 = න

0

𝜋/2
1

30
sin2 𝜃 +

1

18
𝑑𝜃

= න

0

𝜋/2
1

30

1 − cos 2𝜃

2
+

1

18
𝑑𝜃 = ൩

1

30

𝜃

2
−

sin 2𝜃

4
+

𝜃

18
0

𝜋/2

=
𝜋

120
+

𝜋

36
=

13𝜋

360



Center of Mass (Application)

clear

syms x y z r t 

Iy = int(int(int(r^4*cos(t)^2+r^2*z^2,z,r,1),r,0,1),t,0,pi/2)

Second moments, or Moments of Inertia

𝐼𝑦 = ම

𝐷

𝑟2 cos2 𝜃 + 𝑧2 𝑟2𝑑𝑧𝑑𝑟𝑑𝜃 = න

0

𝜋/2

න

0

1

න

𝑟

1

𝑟4 cos2 𝜃 + 𝑟2𝑧2 𝑑𝑧𝑑𝑟𝑑𝜃

= න

0

𝜋/2

න

0

1

቉𝑧𝑟4 cos2 𝜃 +
𝑟2𝑧3

3
𝑟

1

𝑑𝑟𝑑𝜃 = න

0

𝜋/2

න

0

1

𝑟4 − 𝑟5 cos2 𝜃 +
𝑟2

3
−

𝑟5

3
𝑑𝑟𝑑𝜃

= න

0

𝜋/2

൩
𝑟5

5
−

𝑟6

6
cos2 𝜃 +

𝑟3

9
−

𝑟6

18
0

1

𝑑𝜃 = න

0

𝜋/2
1

30
cos2 𝜃 +

1

18
𝑑𝜃

= න

0

𝜋/2
1

30

1 + cos 2𝜃

2
+

1

18
𝑑𝜃 = ൩

1

30

𝜃

2
+

sin 2𝜃

4
+

𝜃

18
0

𝜋/2

=
𝜋

120
+

𝜋

36
=

13𝜋

360



Center of Mass (Application)

clear

syms x y z r t 

Iz = int(int(int((r^2*cos(t)^2+r^2*sin(t)^2)*r^2,z,r,1),r,0,1),t,0,pi/2)

Second moments, or Moments of Inertia

𝐼𝑧 = ම

𝐷

𝑟2 sin2 𝜃 + 𝑟2 cos2 𝜃 𝑟2𝑑𝑧𝑑𝑟𝑑𝜃 = න

0

𝜋/2

න

0

1

න

𝑟

1

𝑟4𝑑𝑧𝑑𝑟𝑑𝜃 = න

0

𝜋/2

න

0

1

ሿ𝑧𝑟4
𝑟
1 𝑑𝑟𝑑𝜃

= න

0

𝜋/2

න

0

1

𝑟4 − 𝑟5 𝑑𝑟𝑑𝜃 = න

0

𝜋/2

቉
𝑟5

5
−

𝑟6

6
0

1

𝑑𝜃 = න

0

𝜋/2
1

30
𝑑𝜃 =

𝜋

60



Changing the Order of Integration (การเปลี่ยนล าดับของการอินทิกรัล)

0׬

6
0׬

(4−
2𝑥

3
)

0׬

(3−
𝑥

2
−

3𝑦

4
)

𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑧𝑑𝑦𝑑𝑥    ⇒  𝑑𝑦𝑑𝑥𝑑𝑧 
ตามรูปดา้นลา่ง บรเิวณ 𝐷 เป็นสว่นที่อยู่ในออกแตนทท่ี์ 1 ซึ่งถกูปิดลอ้มดว้ยระนาบของโคออดิเนททัง้หมด 3 ระนาบ และ
ระนาบสดุทา้ยคือ 2𝑥 + 3𝑦 + 4𝑧 = 12 จากรูป (b) และ ตารางสรุปไดว้่า 

න

0

6

න

0

(4−
2𝑥
3 )

න

0

(3−
𝑥
2−

3𝑦
4 )

𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑧𝑑𝑦𝑑𝑥 = න

0

3

න

0

(6−2𝑧)

න

0

(4−
2𝑥
3 −

4𝑧
3 )

𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝑑𝑦𝑑𝑥 𝑑𝑧

Order of Integration First Integration Second Integration Third Integration

𝑑𝑧𝑑𝑦𝑑𝑥
0 ถึง 3 −

𝑥

2
−

3𝑦

4 
0 ถึง 4 −

2𝑥

3

0 ถึง 6

𝑑𝑦𝑑𝑥𝑑𝑧
0 ถึง 4 −

2𝑥

3
−

4𝑧

3 

0 ถึง 6 − 2𝑧 0 ถึง 3



clear

syms x y z

answer1 = int(int(int(1,z,0,4),y,x^3,8),x,0,2)

answer2 = int(int(int(1,x,0,y^(1/3)),z,0,4),y,0,8)

answer3 = int(int(int(1,y,x^3,8),x,0,2),z,0,4)

ตัวอย่าง จงแสดงการหา ล าดับของการอินทิกรัลปรมิาตรของรูปท่ีก าหนดให้

= න

0

2

න

𝑥3

8

න

0

4

𝑑𝑧𝑑𝑦𝑑𝑥 = 48ම

𝑉

𝑑𝑧𝑑𝑦𝑑𝑥

= න

0

8

න

0

4

න

0

𝑦
1
3

𝑑𝑥𝑑𝑧𝑑𝑦 = 48
ම

𝑉

𝑑𝑥𝑑𝑧𝑑𝑦

ම

𝑉

𝑑𝑦𝑑𝑥𝑑𝑧 = න

0

4

න

0

2

න

𝑥3

8

𝑑𝑦𝑑𝑥𝑑𝑧 = 48

= න

0

3

න

0

1

න

𝑧2

2−𝑧

𝑑𝑥𝑑𝑧𝑑𝑦 =
21

6
ම

𝑉

𝑑𝑥𝑑𝑧𝑑𝑦

= න

0

1

න

𝑧2

2−𝑧

න

0

3

𝑑𝑦𝑑𝑥𝑑𝑧 =
21

6
ම

𝑉

𝑑𝑦𝑑𝑥𝑑𝑧

ම

𝑉

𝑑𝑧𝑑𝑥𝑑𝑦 = න

0

3

න

0

1

න

0

𝑥

𝑑𝑧𝑑𝑥𝑑𝑦 + න

0

3

න

1

2

න

0

2−𝑥

𝑑𝑧𝑑𝑥𝑑𝑦 =
21

6

clear

syms x y z

answer1 = int(int(int(1,x,z^2,2-z),z,0,1),y,0,3)

answer2 = int(int(int(1,y,0,3),x,z^2,2-z),z,0,1)

answer3 = int(int(int(1,z,0,x^0.5),x,0,1),y,0,3)+...

    int(int(int(1,z,0,2-x),x,1,2),y,0,3)



ตัวอย่าง จงหาปริมาตรของรูปทรงที่อยูใ่นออกแตนท์ที่ 1 ซึ่งถูกจ ากัดขอบเขตดว้ย 𝑧 = 1 − 𝑦2, 𝑦 = 2𝑥, และ 𝑥 = 3

 ระนาบ 𝑥𝑦 ในรูป คือบรเิวณของ Type II ดงันัน้ เราอินทิกรลัเทียบกบั 𝑥 จาก
y

2
 ถึง 3 ในสว่นการอินทิกรลัขัน้สดุทา้ย

เทียบกบั 𝑦 จาก 0 ถึง 1 ดงันัน้

𝑉 = ම

𝐷

𝑑𝑉 = න

0

1

න
𝑦
2

3

න

0

(1−𝑦2)

𝑑𝑧 𝑑𝑥 𝑑𝑦 = න

0

1

න
𝑦
2

3

(1 − 𝑦2)𝑑𝑥 𝑑𝑦 = න

0

1

𝑥 − 𝑥𝑦2 
3

𝑦/2
𝑑𝑦

= න

0

1

(3 − 3𝑦2 −
𝑦

2
+

𝑦3

2
)𝑑𝑦 = 3𝑦 − 𝑦3 −

𝑦2

4
+

𝑦4

8
1
0

= 3 − 1 −
1

4
+

1

8
=

15

8

clear

syms x y z

answer = int(int(int(1,z,0,1-y^2), x, y/2,3),y,0,1)



ตวัอย่าง จงหาปรมิาตรท่ีเกิดจากการตดักนัของพาราโบลอยด ์𝑧 = 𝑥2 + 𝑦2 และ 𝑧 = 4 − 𝑥2 − 𝑦2

1. อินทิกรัลทั่วบริเวณ  D, ล ำดับแรกเรำอินทิกรัลเทียบกับ 𝑧 ดังน้ัน 
2. ให้ 𝑥 และ 𝑦 อยู่คงที่, เพิ่มค่ำ 𝑧 เรำจะได้เส้นตำมแนวตั้ง 
3. ใส่ค่ำลิมิตของกำรอินทิกรัลที่เหลือ (ใน xy-coordinates หรือ polar coordinates) ดังนั้นคือกำรรวมทุกเส้นในแนวต้ังที่ตัดกับ

บริเวณ D. นั่นหมำยควำมว่ำคุณท ำ double integral ทั่วบริเวณ R ในระนำบ xy (โดยที่ D ถูกฉำยลงมำบนระนำบ xy)

𝑧 = 𝑥2 + 𝑦2

𝑧 = 4 − 𝑥2 − 𝑦2

4

X Y

Z

𝑉 = ම

𝐷

𝑑𝑉 = න

− 2

2

න

− 2−𝑦2

2−𝑦2

න

𝑥2+𝑦2

4−𝑥2−𝑦2

𝑑𝑧 𝑑𝑥 𝑑𝑦

= න

0

2𝜋

න

0

2

න

𝑟2

4−𝑟2

𝑑𝑧 𝑟𝑑𝑟 𝑑𝜃 = න

0

2𝜋

න

0

2

𝑧 4 − 𝑟2

𝑟2 𝑟𝑑𝑟 𝑑𝜃

= න

0

2𝜋

න

0

2

4 − 2𝑟2 𝑟𝑑𝑟 𝑑𝜃 = න

0

2𝜋

2𝑟2 −
𝑟4

2
2

0
𝑑𝜃 = 4𝜋

2 = 𝑥2 + 𝑦2
D

R

clear

syms x y z

answer = int(int(int(1,...

    z,x^2+y^2,4-x^2-y^2),...

    x,-sqrt(2-y^2),sqrt(2-y^2)),...

    y,-sqrt(2),sqrt(2))



ตัวอย่าง จงหาปริมาตรที่อยู่ภายใน 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 1 แต่อยูภ่ายนอกทรงกรวย 𝑥2 + 𝑦2 = 𝑧2

𝑉 = ම

𝐷

𝑑𝑉 = 2 න

0

2𝜋

න

𝜋/4

𝜋/2

න

0

1

𝜌2 sin 𝜙 𝑑𝜌𝑑𝜙𝑑𝜃

= 2(
1

3
)(

1

2
)(2𝜋)  =

2 2𝜋

3

clear

syms rho phi theta

answer = 2*int(int(int(rho^2*sin(phi),rho,0,1),phi,pi/4,pi/2),theta,0,2*pi)

x

y

z

x2 + y2 = z2

x2 + y2 + z2 = 1

45°



Cylindrical Coordinates (พิกัดทรงกระบอก)

Cylindrical coordinate system เป็นการรวม พิกัดขั้ว (polar) ของจุดบนระนาบ xy กับพิกัดฉากเฉพาะแกน 
z ดังแสดงในรูป พิกัดทรงกระบอก (Cylindrical coordinate )ของจุด P ถูกแสดงโดย (𝑟, 𝜃, 𝑧)
 

การแปลงพิกัดทรงกระบอก ⟹พกิัดฉาก 
จากรูปด้านบน พิกัดฉาก (𝑥, 𝑦, 𝑧) ของจุด 𝑃 สามารถหาได้จากพกิัดทรงกระบอก (𝑟, 𝜃, 𝑧) โดย

𝑥 = 𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝜃 , 𝑦 = 𝑟 𝑠𝑖𝑛 𝜃 , 𝑧 = 𝑧
การแปลงพิกัดฉาก ⟹พกิัดทรงกระบอก 
พิกัดฉาก (𝑥, 𝑦, 𝑧) แปลงไปเป็น พิกัดทรงกระบอก (𝑟, 𝜃, 𝑧)) โดย

𝑟2 = 𝑥2 + 𝑦2,  tan 𝜃 =
𝑦

𝑥
 , 𝑧 = 𝑧



Cylindrical Coordinates (พิกัดทรงกระบอก)

ตัวอย่าง

จงแปลง 8,
𝜋

3
, 7 = (𝑟, 𝜃, 𝑧) พิกัดทรงกระบอก ⟹ (𝑥, 𝑦, 𝑧) พิกัดฉาก

ดังนั้น (8,
𝜋

3
, 7) ⟹ ( ณ4

𝑟𝑐𝑜𝑠𝜃

, ถ4 3
𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃

, ณ7
𝑧

) ในพิกัดฉาก 

 



Triple Integrals Cylindrical Coordinates    
(อินทิกรัลสามชั้นในพิกัดทรงกระบอก)

ම

𝐷

𝐹(𝑟, 𝜃, 𝑧) 𝑑𝑉 = ඵ

𝑅

න

𝑓1(𝑟,𝜃)

𝑓2(𝑟,𝜃)

𝐹(𝑟, 𝜃, 𝑧)𝑑𝑧 𝑑𝐴 = න

𝛼

𝛽

න

𝑔1(𝜃)

𝑔2(𝜃)

න

𝑓1(𝑟,𝜃)

𝑓2(𝑟,𝜃)

𝐹(𝑟, 𝜃, 𝑧)𝑟𝑑𝑧𝑑𝑟𝑑𝜃 



Spherical Coordinates (พิกัดทรงกลม)

การแปลงพิกัดทรงกลม ⟹พิกัดฉาก 
พิกัดทรงกลม (𝜌, 𝜙, 𝜃) แปลงไปเป็น พิกัดฉาก (𝑥, 𝑦, 𝑧) โดย

𝑥 = 𝑂𝑄 𝑐𝑜𝑠 𝜃 , 𝑦 = 𝑂𝑄 𝑠𝑖𝑛 𝜃 , 𝑧 = 𝑂𝑃 𝑐𝑜𝑠 𝜙 และจากรูป  𝑂𝑄 = 𝜌 𝑠𝑖𝑛 𝜙

𝑥 = 𝜌 𝑠𝑖𝑛 𝜙 𝑐𝑜𝑠 𝜃 , 𝑦 = 𝜌 𝑠𝑖𝑛 𝜙 𝑠𝑖𝑛 𝜃 , 𝑧 = 𝜌 𝑐𝑜𝑠 𝜙

การแปลงพิกัดทรงกลม ⟹พิกัดทรงกระบอก 
พิกัดทรงกลม (𝜌, 𝜙, 𝜃) แปลงไปเป็น พิกัดทรงกระบอก (𝑟, 𝜃, 𝑧) โดย

𝑟 = 𝜌 𝑠𝑖𝑛 𝜙 ,  𝜃 = 𝜃, 𝑧 = 𝜌 𝑐𝑜𝑠 𝜙



Converting Coordinates (การแปลงพิกัด)

ตัวอย่าง

จงแปลง (6,
𝜋

4
,

𝜋

3
)=(𝜌, 𝜙, 𝜃) พิกัดทรงกลม ⟹ พิกัดฉาก (𝑥, 𝑦, 𝑧)

และ พิกัดทรงกลม ⟹ พิกัดทรงกระบอก (𝑟, 𝜃, 𝑧)

𝜌 = 6, 𝜙 =
𝜋

4
, และ 𝜃 =

𝜋

3

ดังนั้น (6,
𝜋

4
,

𝜋

3
) ⟹ 3 2

2
,

3 6

2
, 3 2 ในพิกัดฉาก

(6,
𝜋

4
,

𝜋

3
) ⟹ (3 2,

𝜋

3
, 3 2) ในพิกัดทรงกระบอก 

 



Converting Coordinates (การแปลงพิกัด)

การแปลงพกัิดฉาก ⟹พิกัดทรงกลม 
พิกัดพิกัดฉาก (𝑥, 𝑦, 𝑧) แปลงไปเป็นทรงกลม (𝜌, 𝜙, 𝜃) โดย

𝜌 = 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2,  ϕ = cos−1
𝑧

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2
, θ = tan−1

𝑦

𝑥

การอนิทิกรัลสามชั้นในระบบพิกัดทรงกลม (Triple Integrals in Spherical Coordinates)
จากรูป ปริมาตรรูปล่ิมในระบบพิกัดทรงกลม (𝜌, 𝜙, 𝜃) ประมาณค่าไดเ้ป็น

𝑑𝑉 = 𝑊 × 𝐿 × 𝐻 = 𝑑𝜌 × 𝜌𝑑𝜙 × 𝜌 sin 𝜙 𝑑𝜃 = 𝜌2 sin 𝜙 𝑑𝜌𝑑𝜙𝑑𝜃

โดยทั่วไป การอินทิกรัลสามช้ันในระบบพิกัดทรงกลม  จะอยู่ในรูป

ම

𝐷

𝐹(𝜌, 𝜙, 𝜃)𝑑𝑉 = න

𝛼

𝛽

න

𝑔1(𝜃)

𝑔2(𝜃)

න

𝑓1(𝜙,𝜃)

𝑓2(𝜙,𝜃)

𝐹(𝜌, 𝜙, 𝜃)𝜌2 sin 𝜙 𝑑𝜌𝑑𝜙𝑑𝜃



ම

𝐷

𝑑𝑉 = ම 𝜌2 sin 𝜙 𝑑𝜌𝑑𝜙𝑑𝜃

𝑑𝑉 =

ම

𝐷

𝑑𝑉 = න

0

2𝜋

න

0

𝜋

න

0

𝑅

𝜌2 sin 𝜙 𝑑𝜌𝑑 𝜙𝑑𝜃

=
4

3
𝜋𝑅3

Ex. Volume of Sphere with Radius R

import sympy as sp

# Define symbolic variables

rho, phi, theta, R = symbols('rho phi 

theta R')

# Define the integral

integral = 

sp.integrate(sp.integrate(sp.integrate

(rho**2 * sp.sin(phi), (rho, 0, R)),

        (phi, 0, sp.pi)), (theta, 0, 

2*sp.pi))

integral

× ณ𝐿
𝜌 sin 𝜙𝑑𝜃

× ณ𝐻
𝑑𝜌

ณ𝑊
𝜌𝑑𝜙



Divergence (ไดเวอร์เจนซ)์

ถา้สนามเว็คเตอร์ใน 3 มติิ F(x,y,z) = Pi + Qj + Rk แล้วไดเวอร์เจนซ์ของ F คือ 

∙F =
∂P

∂x
+

∂Q

∂y
+

∂R

∂z

 =
∂

∂x
i +

∂
∂y

j +
∂
∂z

k , F(x,y,z) = Pi + Qj + Rk ดงันัน้ ∙F =
∂P
∂x

+
∂Q
∂y

+
∂R
∂z



Divergence Theorem (ทฤษฎีไดเวอร์เจนซ์)

• ทฤษฎีไดเวอร์เจนซ์ มีประโยชน์ในการหาท่ีมาของสมการ
สนามแม่เหล็กไฟฟ้าและสมการไฮโดรไดนามิกส์(การไหลของ

ของเหลว)     

ให้ 𝐷 เป็นบริเวณปิดและถูกปิดลอ้มใน 3 มติิ ด้วยขอบเขตเรียบต่อเน่ืองเป็นช่วง 𝑆 ซึ่งมีทิศพุง่ออก ให้ 
𝐅 𝑥, 𝑦, 𝑧 = 𝑃 𝑥, 𝑦, 𝑧 𝐢 + 𝑄 𝑥, 𝑦, 𝑧 𝐣 +𝑅 𝑥, 𝑦, 𝑧 𝐤 เป็นสนามเว็คเตอร์ซึ่ง 
𝑃, 𝑄, 𝑅 ต่อเน่ืองและอนุพันธย์่อยของพวกมันก็ต่อเน่ืองด้วย ในบริเวณที่เป็น  𝐷 ดังนั้น

ඵ

𝑆

𝐅. 𝐧  𝑑𝑆  = ම div 𝐅 𝑑𝑉

โดยที่ n คือเว็คเตอร์หนึ่งหน่วยที่ตั้งฉากกับพ้ืนผิว 𝑆



ตัวอย่าง ก าหนดให ้D เป็นบรเิวณท่ีถกูปิดลอ้มดว้ยครึง่ทรงกลม 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧 − 1 2 = 9, 1 ≤ 𝑧 ≤ 4 และ 
ระนาบ 𝑧 = 1 จงพิสจูนท์ฤษฎีไดเวอรเ์จนซถ์า้ 𝐅 = 𝑥𝐢 + 𝑦𝐣 + 𝑧 − 1 𝐤
Triple Integral จากสตูรเรารูว้่า div F=3 ดงันัน้

ම

𝑫

div 𝐅 𝑑𝑉 = ම

𝑫

3𝑑𝑉 = 54𝜋

Surface Integral เราสามารถเขียนไดว้่า ׭𝑆
= 𝑆1׭

+ 𝑆2׭
 โดย 𝑆1คือครึง่ทรงกลม และ 𝑆2คือระนาบ

𝑧 = 1 ถา้ 𝑆1คือ surface ของ g x, y, z = 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧 − 1 2 − 9 ดงันัน้ เวคเตอรห์น่วยท่ีพุ่งออกคือ

n =
𝛻g

𝛻g
=

2𝑥i + 2𝑦j + 2(z − 1)k

4𝑥2 + 4𝑦2 + 4(𝑧 − 1)2
=

𝑥i + 𝑦j + (z − 1)k

3

𝐅 ∙ 𝐧 =
𝑥2

3
+

𝑦2

3
+

(𝑧 − 1)2

3
=

9

3
= 3

เน่ืองจาก 𝑧 = 𝑓 𝑥, 𝑦 = 9 − 𝑥2 − 𝑦2+1 ดงันัน้ 𝑓𝑥 =
−𝑥

9−𝑥2−𝑦2
 และ 𝑓𝑦 =

−𝑦

9−𝑥2−𝑦2

𝑆1׭ 
𝐅 ∙ 𝐧 𝑑𝑺 = 𝑅׭

3(
3

9−𝑥2−𝑦2
)𝑑𝐴 = 9 0׬

2𝜋
0׬

3
(9 − 𝑟2)−1/2𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃 = 54𝜋

ส าหรบั  𝑆2เวคเตอรห์น่วยที่พุ่งออกคือ n = −k ดงันัน้ 𝐅 ∙ 𝐧 = −𝑧 + 1 แต่เน่ืองจากที่ระนาบนีม้ีค่า 𝑧 = 1ดงันัน้ 
𝐅 ∙ 𝐧 = −𝑧 + 1 = −1 + 1 = 0

ඵ

𝑆1

𝐅 ∙ 𝐧 𝑑𝑺 = 54𝜋 + 0 = 54𝜋

clear

syms x y z

field = [x y z-1];

vars = [x y z];

answer1 = int(int(int(divergence(field,vars),...

    z,-sqrt(9-x.^2-y.^2),sqrt(9-x.^2-y.^2)),...

    y,-sqrt(9-x.^2),sqrt(9-x.^2)),x,0,3)



ตัวอย่าง จงใชท้ฤษฎีไดเวอรเ์จนซ ์หาค่าฟลกัซท์ี่พุ่งออก ׭𝑆
(𝐅 ∙ 𝐧) 𝑑𝑆 ของสนามเว็คเตอร ์𝐅 = 2𝑥𝑧𝐢 + 5𝑦2𝐣 −

𝑧2𝐤 เมื่อ D คือบรเิวณท่ีถกูปิดลอ้มดว้ยสมการ z = 𝑦, 𝑧 = 4 − 𝑦, 𝑧 = 2 −
1

2
𝑥2 𝑥 = 0 และ 𝑧 = 0

div 𝐅 = 2𝑧 + 10𝑦 − 2𝑧

ඵ

𝑆

(𝐅 ∙ 𝐧) 𝑑𝑆 = ම

𝑫

div 𝐅 𝑑𝑉

= න

0

2

න

0

2−
1
2𝑥2

න

𝑧

4−𝑧

10𝑦𝑑𝑦 𝑑𝑧 𝑑𝑥 = න

0

2

න

0

2−
1
2𝑥2

5[(4 − 𝑧)2−𝑧2ሿ𝑑𝑧 𝑑𝑥 = න

0

2

න

0

2−
1
2𝑥2

(80 − 40𝑧)𝑑𝑧 𝑑𝑥

= න

0

2

80(2 −
1

2
𝑥2) − 20(2 −

1

2
𝑥2)2 𝑑𝑥 = න

0

2

80 − 5𝑥4𝑑𝑥 = 80𝑥 − 𝑥5|
2
0

= 128



ถา้𝑓 𝑥 ต่อเน่ืองในช่วง 𝑎, 𝑏 , 𝑥 = 𝑔 𝑢  มีอนพุนัธท่ี์ต่อเน่ือง แลว้ 𝑑𝑥 = 𝑔′(𝑢)𝑑𝑢  ดงันัน้

න

𝑎

𝑏

𝑓 𝑥 𝑑𝑥 = න

𝑐

𝑑

𝑓 𝑔 𝑢 𝑔′(𝑢)𝑑𝑢

න

𝑎

𝑏

𝑓 𝑥 𝑑𝑥 = න

𝑐

𝑑

𝑓 𝑔 𝑢 𝐽(𝑢)𝑑𝑢

𝐽 𝑢 =
𝑑𝑥

𝑑𝑢

Change of Variables in Multiple Integrals
(การเปลี่ยนตัวแปรในอินทิกรัลหลายชั้น)



• บำงครั้ง กำรเปลี่ยนตัวแปรของอินทิกรัลจ ำกัดเขตเพื่อที่จะหำค่ำของมัน มี
ควำมจ ำเป็น (เพื่อท ำอินทิแกรนด ์หรือบริเวณที่จะอินทิเกรทให้อยู่ใน
รูปแบบที่ง่ำย)

Change of Variables in Multiple Integrals
(การเปลี่ยนตัวแปรในอินทิกรัลหลายชั้น)

𝜕(𝑥, 𝑦)

𝜕(𝑢, 𝑣)
=

𝜕𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑥

𝜕𝑣
𝜕𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑦

𝜕𝑣

=
𝜕𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑦

𝜕𝑣
−

𝜕𝑥

𝜕𝑣

𝜕𝑦

𝜕𝑢

𝜕(𝑥, 𝑦)

𝜕(𝑢, 𝑣)

𝜕(𝑢, 𝑣)

𝜕(𝑥, 𝑦)
= 1



ตัวอย่าง จงหาค่า ׭𝑅
𝑥𝑦 𝑑𝐴 บริเวณ 𝑅 ที่แสดงในรูป

න

1

4
1
3

1

2
𝑦 −

1

𝑦2
𝑦𝑑𝑦 + න

4
1
3

25
1
3

1

2
𝑦 −

𝑦

4
𝑦𝑑𝑦 + න

25
1
3

100
1
3

1

2

25

𝑦2
−

𝑦

4
𝑦𝑑𝑦

න

1

4
1
3

න

1
𝑦

𝑦

𝑥𝑦𝑑𝑥 𝑑𝑦 + න

4
1
3

25
1
3

න

𝑦
4

𝑦

𝑥𝑦𝑑𝑥 𝑑𝑦 + න

25
1
3

100
1
3

න

𝑦
4

5
𝑦

𝑥𝑦𝑑𝑥 𝑑𝑦

1

2
න

1

4
1
3

𝑦2 −
1

𝑦
𝑑𝑦 +

1

2
න

4
1
3

25
1
3

𝑦2 −
𝑦2

4
𝑑𝑦 +

1

2
න

25
1
3

100
1
3

25

𝑦
−

𝑦2

4
𝑑𝑦

1

2

𝑦3

3
− ln 𝑦 4

1
3

1
 +

1

2

𝑦3

3
−

𝑦3

12
25

1
3

4
1
3

+
1

2
25 ln 𝑦 −

𝑦3

12
100

1
3

25
1
3

=
1

2

4

3
−

1

3
ln 4 −

1

3
 +

1

2

25

3
−

25

12
−

4

3
+

4

12
+

1

2

25

3
ln 100 −

100

12
−

25

3
ln 25 +

25

12

=
1

2
−

1

6
ln 4  +

21

8
+

25

6
ln 4 −

25

8
= 4 ln 4

𝑦 = 25
1
3

𝑦 = 4
1
3

𝑦 = 1

𝑦 = 100
1
3



ตัวอย่าง จงหาค่า ׭𝑅
𝑥𝑦 𝑑𝐴 เหนือบริเวณ R ที่แสดงในรูป

𝑢 =
𝑦

𝑥2 , 𝑣 = 𝑥𝑦 𝑢 = 1 ถึง 4 , 𝑣 = 1 ถึง 5

𝜕(𝑢, 𝑣)

𝜕(𝑥, 𝑦)
=

𝜕𝑢

𝜕𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑦
𝜕𝑣

𝜕𝑥

𝜕𝑣

𝜕𝑦

= −
2𝑦

𝑥3

1

𝑥2

𝑦 𝑥
= −

2𝑦

𝑥2 −
𝑦

𝑥2 = −
3𝑦

𝑥2

𝜕(𝑥, 𝑦)

𝜕(𝑢, 𝑣)
= −

𝑥2

3𝑦
= −

1

3𝑢
=

1

3𝑢

𝜕(𝑥, 𝑦)

𝜕(𝑢, 𝑣)
=

𝜕𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑥

𝜕𝑣
𝜕𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑦

𝜕𝑣

=
𝜕𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑦

𝜕𝑣
−

𝜕𝑥

𝜕𝑣

𝜕𝑦

𝜕𝑢

𝜕(𝑥, 𝑦)

𝜕(𝑢, 𝑣)

𝜕(𝑢, 𝑣)

𝜕(𝑥, 𝑦)
= 1

ඵ

𝑅

𝑥𝑦 𝑑𝐴 = ඵ

𝑆

𝑣 −
1

3𝑢
𝑑𝑢𝑑𝑣 = න

1

5

න

1

4
𝑣

3𝑢
𝑑𝑢 𝑑𝑣 = 4 ln 4



ตัวอย่าง สมมตุิวา่ 𝑅 คือระนาบที่ถกูปิดลอ้มดว้ย ไฮเพอรโ์บลา 𝑥𝑦 = 1, 𝑥𝑦 = 3 และ 

𝑥2 − 𝑦2 = 1, 𝑥2 − 𝑦2 = 4 จงหาค่า ׭𝑅
𝑥2 + 𝑦2 𝑑𝑥𝑑𝑦

𝑢 = 𝑥𝑦, 𝑣 = 𝑥2 − 𝑦2 𝑢 = 1 ถึง 3 , 𝑣 = 1 ถึง 4

𝜕(𝑢, 𝑣)

𝜕(𝑥, 𝑦)
=

𝜕𝑢

𝜕𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑦
𝜕𝑣

𝜕𝑥

𝜕𝑣

𝜕𝑦

=
𝑦 𝑥

2𝑥 −2𝑦 = −2𝑦2 − 2𝑥2

𝜕(𝑥, 𝑦)

𝜕(𝑢, 𝑣)
=

1

𝜕(𝑢, 𝑣)
𝜕(𝑥, 𝑦)

= −
1

2𝑦2 + 2𝑥2 =

1
2

𝑥2 + 𝑦2

𝜕(𝑥, 𝑦)

𝜕(𝑢, 𝑣)
=

𝜕𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑥

𝜕𝑣
𝜕𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑦

𝜕𝑣

=
𝜕𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑦

𝜕𝑣
−

𝜕𝑥

𝜕𝑣

𝜕𝑦

𝜕𝑢

𝜕(𝑥, 𝑦)

𝜕(𝑢, 𝑣)

𝜕(𝑢, 𝑣)

𝜕(𝑥, 𝑦)
= 1

ඵ

𝑅

𝑥2 + 𝑦2 𝑑𝑥𝑑𝑦 = ඵ

𝑆

𝑥2 + 𝑦2

1
2

𝑥2 + 𝑦2 𝑑𝑢𝑑𝑣 =
1

2
න

1

4

න

1

3

𝑑𝑢 𝑑𝑣 = 3



ตัวอย่าง จงหาพ้ืนที่ของ 𝑅 ที่ถูกปิดล้อมด้วยไฮเพอรโ์บลา 𝑥𝑦 = 1, 𝑥𝑦 = 3 และ 𝑥𝑦1.4 = 1, 𝑥𝑦1.4 = 2

𝑢 = 𝑥𝑦, 𝑣 = 𝑥𝑦1.4 𝑢 = 1 ถึง 3 , 𝑣 = 1 ถึง 2

𝜕(𝑢, 𝑣)

𝜕(𝑥, 𝑦)
=

𝜕𝑢

𝜕𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑦
𝜕𝑣

𝜕𝑥

𝜕𝑣

𝜕𝑦

=
𝑦 𝑥

𝑦1.4 1.4𝑥𝑦0.4 = 1.4𝑥𝑦1.4 − 𝑥𝑦1.4 = 0.4𝑥𝑦1.4

𝜕(𝑥, 𝑦)

𝜕(𝑢, 𝑣)
=

1

𝜕(𝑢, 𝑣)
𝜕(𝑥, 𝑦)

=
1

0.4𝑥𝑦1.4 =
2.5

𝑣

𝜕(𝑥, 𝑦)

𝜕(𝑢, 𝑣)
=

𝜕𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑥

𝜕𝑣
𝜕𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑦

𝜕𝑣

=
𝜕𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑦

𝜕𝑣
−

𝜕𝑥

𝜕𝑣

𝜕𝑦

𝜕𝑢

𝜕(𝑥, 𝑦)

𝜕(𝑢, 𝑣)

𝜕(𝑢, 𝑣)

𝜕(𝑥, 𝑦)
= 1

ඵ

𝑅

𝑑𝑥𝑑𝑦 = ඵ

𝑆

2.5

𝑣
𝑑𝑢𝑑𝑣 = 2.5 න

1

3

න

1

2
1

𝑣
𝑑𝑣 𝑑𝑢 = 5 ln 2
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