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Green’s Theorem (ทฤษฎีบทของกรีน)
➢ ทฤษฎีบทของกรีน เป็นการแปลงอนิทิกรัลตามเส้นโค้งเรียบรอบวงปดิ C ไปเป็นอนิทิกรัลสอง

ชั้นเหนือบรเิวณ R ที่ถูกปดิล้อมด้วย C (ข้อจ ากัด ใช้ได้เฉพาะสนามเว็คเตอร์ 2 มติิเท่านั้น)

ก ำหนดให้ C เป็นเสน้โค้งเรียบรอบวงปดิที่ต่อเน่ืองในขอบเขต R ถ้ำ P, Q,
∂P
∂y

และ
∂Q
∂x

 ต่อเน่ืองในขอบเขต R 

โดยที่สนำมเว็คเตอร์ F x,y =P x,y i + Q x,y j , r = xi + yj ดังนั้น

ර

C

F ∙ 𝑑𝐫 = ර

C

Pdx + Qdy = ඵ

R

∇ × F ∙ k dA= ඵ

R

∂Q

∂x
−

∂P

∂y
dA

➢ การหมุนวนบนระนาบ xy (หรือ 𝐅 ∙ 𝑑𝐫) คือ การหมุนรอบแกน z (หรือ ∇ × 𝐅)

เส้นโค้ง C



George Green (1793–1841)George Green (1793–1841)



เส้นทำง C

∇ × F =

i j k
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ර

C
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Proof :Green’s Theorem (พิสูจน์ทฤษฎีบทของกรีน)

− ඵ

𝑅

𝜕𝑃

𝜕𝑦
𝑑𝐴 = − න

𝑎

𝑏

න

𝑔1 𝑥

𝑔2 𝑥
𝜕𝑃

𝜕𝑦
𝑑𝑦𝑑𝑥 = − න

𝑎

𝑏

𝑃 𝑥, 𝑔2 𝑥 − 𝑃 𝑥, 𝑔1 𝑥 𝑑𝑥

= න

𝑎

𝑏

𝑃 𝑥, 𝑔1 𝑥 𝑑𝑥 + න

𝑏

𝑎

𝑃 𝑥, 𝑔2 𝑥 𝑑𝑥 = ර

𝐶

𝑃 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥

ඵ

𝑅

𝜕𝑄

𝜕𝑥
𝑑𝐴 = න

𝑐

𝑑

න

ℎ1 𝑦

ℎ2 𝑦
𝜕𝑄

𝜕𝑥
𝑑𝑥𝑑𝑦 = න

𝑐

𝑑

𝑄 ℎ2 𝑦 , 𝑦 − 𝑄 ℎ1 𝑦 , 𝑦 𝑑𝑦

= න

𝑐

𝑑

𝑄 ℎ2 𝑦 , 𝑦 𝑑𝑦 + න

𝑑

𝑐

𝑄 ℎ1 𝑦 , 𝑦 𝑑𝑦 = ර

𝐶

𝑄 𝑥, 𝑦 𝑑𝑦

ර

𝑪

𝑷𝒅𝒙 + 𝑸𝒅𝒚 = ඵ

𝑹

𝝏𝑸

𝝏𝒙
−

𝝏𝑷

𝝏𝒚
𝒅𝑨

ර

𝑪

𝑷𝒅𝒙 + 𝑸𝒅𝒚 = ඵ

𝑹

𝝏𝑸

𝝏𝒙
−

𝝏𝑷

𝝏𝒚
𝒅𝑨



Green’s Theorem (ทฤษฎีบทของกรีน)
ตัวอย่าง
จากทฤษฎีบทของกรนี ถา้ C เป็นเสน้รอบวงกลม (𝑥 − 2)2+𝑦2 = 1 จงหาค่า

ර

𝐶

𝑦𝑒−𝑥𝑑𝑥 +
𝑥2

2
− 𝑒−𝑥 𝑑𝑦

วธีิท า  วงกลม (𝑥 − 2)2+𝑦2 = 1 หรอื  𝑥 = 2 + 𝑐𝑜𝑠 𝜃  , 𝑦 = 𝑠𝑖𝑛 𝜃 , 𝑑𝑥 = − 𝑠𝑖𝑛 𝜃 𝑑𝜃, 𝑑𝑦 = 𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝑑𝜃

ර

𝐶

𝑦𝑒−𝑥 𝑑𝑥 +
𝑥2

2
− 𝑒−𝑥 𝑑𝑦

= න

0

2𝜋

− 𝑠𝑖𝑛 𝜃 𝑒− 2+𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝑠𝑖𝑛 𝜃 𝑑𝜃 +
4 + 4 𝑐𝑜𝑠 𝜃 + 𝑐𝑜𝑠2𝜃

2
− 𝑒− 2+𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝑑𝜃 =? ? ? ? ?

𝑃 𝑥, 𝑦 = 𝑦𝑒−𝑥, 𝑄 𝑥, 𝑦 =
𝑥2

2
− 𝑒−𝑥 ดงันัน้ 

𝜕𝑃

𝜕𝑦
= 𝑒−𝑥,

𝜕𝑄

𝜕𝑥
= 𝑥 + 𝑒−𝑥

ඵ

𝑅

𝜕𝑄

𝜕𝑥
−

𝜕𝑃

𝜕𝑦
𝑑𝐴 = ඵ

𝑅

𝑥 𝑑𝐴 = න

0

2𝜋

න

0

1

2 + 𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃 = 2𝜋

syms t

%Parametrization of the Curve:

x=2+cos(t); y=sin(t);

%Vector field:

F = [y.*exp(-x), x.^2/2-exp(-x)];

%Dot product F*dr:

D=dot(F,[diff(x,t), diff(y,t)]);

%Integral of line respect of t

sol = int(D,t,0,2*pi)

ตัวอย่าง จำกทฤษฎีบทของกรนี 

ถา้ C เป็นเสน้รอบวงกลม (𝑥 − 2)2+𝑦2 = 1

จงหำค่ำ ׯ𝐶
𝑦𝑒−𝑥𝑑𝑥 +

𝑥2

2
− 𝑒−𝑥 𝑑𝑦

วิธที า  𝑃 𝑥, 𝑦 = 𝑦𝑒−𝑥, 𝑄 𝑥, 𝑦 =
𝑥2

2
− 𝑒−𝑥 ดังนั้น 

𝜕𝑃

𝜕𝑦
= 𝑒−𝑥,

𝜕𝑄

𝜕𝑥
= 𝑥 + 𝑒−𝑥

ඵ

𝑅

𝜕𝑄

𝜕𝑥
−

𝜕𝑃

𝜕𝑦
𝑑𝐴 = ඵ

𝑅

𝑥𝑑𝐴 = න

0

2𝜋

න

0

1

2 + 𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃 = 2𝜋

วงกลม(𝑥 − 2)2+𝑦2 = 1 หรือ  𝑥 − 2 = 𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝜃  , 𝑦 = 𝑟 𝑠𝑖𝑛 𝜃 , 𝑑𝑥 = −𝑟 𝑠𝑖𝑛 𝜃 𝑑𝜃, 𝑑𝑦 = 𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝑑𝜃

ර

𝐶

𝑦𝑒−𝑥 𝑑𝑥 +
𝑥2

2
− 𝑒−𝑥 𝑑𝑦 = න

0

2𝜋

− 𝑠𝑖𝑛 𝜃 𝑒− 2+𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝑠𝑖𝑛 𝜃 𝑑𝜃 +
4 + 4 𝑐𝑜𝑠 𝜃 + 𝑐𝑜𝑠2𝜃

2
− 𝑒− 2+𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝑑𝜃 =?

import sympy as sp

t = sp.symbols('t')

x, y = 2 + sp.cos(t), sp.sin(t)

F = [y * sp.exp(-x), x**2 / 2 - sp.exp(-x)]

sol = sp.integrate(F[0] * sp.diff(x, t) + F[1] * 

sp.diff(y, t), (t, 0, 2 * sp.pi))

print(sol)

import sympy as sp

x, y = sp.symbols('x y')

F = [y * sp.exp(-x), x**2 / 2 - sp.exp(-x)]

dQdx_dPdy = sp.diff(F[1], x) - sp.diff(F[0], y)

sol = sp.integrate(sp.integrate(dQdx_dPdy, (x, 2 - sp.sqrt(1-y**2), 2 + sp.sqrt(1-y**2))), (y, -1, 1))

print(sol)



HW

Green’s Theorem

import sympy as sp

x, y = sp.symbols('x y')

F = [x**2 * y**3, -x * y**2]

curl = sp.diff(F[1], x) - sp.diff(F[0], y) #dQdx-dPdy

sol = sp.integrate(sp.integrate(curl,(x,-1,1)),(y,-1,1))

print(sol) #21

import sympy as sp

x, y = sp.symbols('x y')

F = [x**2 * y**3, -x * y**2]

curl = sp.diff(F[1], x) - sp.diff(F[0], y) #dQdx-dPdy

sol = sp.integrate(sp.integrate(curl,(x,0,y/2)),(y,0,4))

print(sol) #22



Application : Finding Areas with Green's Theorem

(การประยุกต์ใช้หาพื้นท่ีด้วยทฤษฎีบทของกรีน)



ตัวอย่าง หำพื้นที่วงกลมรัศม ีr หน่วยจำกอินทิกรัลตำมเส้น โดยใช้ทฤษฎีบทของกรีน

ර

𝐶

𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦 = ඵ

𝑅

𝜕𝑄

𝜕𝑥
−

𝜕𝑃

𝜕𝑦
𝑑𝐴 ර

𝐶

𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦 = ඵ

𝑅

1 𝑑𝐴

เพ่ือหำพื้นที่วงกลมรัศม ีr หน่วย, 
𝜕𝑃

𝜕𝑦
= 0 และ 

𝜕𝑄

𝜕𝑥
= 1 ซึ่งจะท ำให้  𝑃 = 0, 𝑄 = 𝑥 ดังนั้นจำก

ทฤษฎีบทของกรีน จะได้วำ่

ර

𝐶

𝑥𝑑𝑦 = ඵ

𝑅

1 𝑑𝐴

จำกนั้นใช้สมกำรพำรำเมตริกของวงกลม 1 หนึ่งหน่วย คือ 𝑥 = 𝑟 cos 𝜃 , 𝑦 = 𝑟 sin 𝜃 โดย 0 ≤ 𝜃 ≤

2𝜋 ซึ่งเป็นกำรเปลี่ยนตวัแปร 𝑥, 𝑦 ให้อยู่ในรูป 𝜃

𝐴𝑟𝑒𝑎 = ර

𝐶

𝑥𝑑𝑦 = 𝑟2 න

0

2𝜋

𝑐𝑜𝑠2 𝜃 𝑑𝜃 = 𝑟2 න

0

2𝜋

(
1 + cos 2𝜃

2
) 𝑑𝜃 = ቤ

𝑟2

2
(𝜃 +

sin 2𝜃

2
)

2𝜋

0
= 𝜋𝑟2

Application : Finding Areas with Green's Theorem

(การประยุกต์ใช้หาพื้นท่ีด้วยทฤษฎีบทของกรีน)



Application : Finding Areas with Green's Theorem

(การประยุกต์ใช้หาพื้นท่ีด้วยทฤษฎีบทของกรีน)



A planimeter is an ingenious mechanical 

instrument invented in the 19th century for 

measuring the area of a region by tracing its 

boundary curve. For instance, a biologist 

could use one of these devices to measure 

the surface area of a leaf or bird wing.

Figure shows the operation of a polar 

planimeter: the pole is fixed and, as the 

tracer is moved along the boundary curve 

of the region, the wheel partly slides and 

partly rolls perpendicular to the tracer arm. 

The planimeter measures the distance that 

the wheel rolls and this is proportional to 

the area of the enclosed region. 



Extended Versions of Green’s Theorem

(เพิ่มเติมทฤษฎีบทของกรีน)



Extended Versions of Green’s Theorem

(เพิ่มเติมทฤษฎีบทของกรีน)





ตัวอย่าง จำกทฤษฎบีทของกรีน ถำ้ C เป็นเส้นรอบวงกลม 𝑥2 + 𝑦2 = 1 จงพิสูจน์วำ่

ර

𝐶

𝑦2 − 7𝑦 𝑑𝑥 + 2𝑥𝑦 + 2𝑥 𝑑𝑦 = ඵ

𝑅

𝜕 2𝑥𝑦 + 2𝑥

𝜕𝑥
−

𝜕 𝑦2 − 7𝑦

𝜕𝑦
𝑑𝐴

วิธที า  วงกลม 𝑥2 + 𝑦2 = 1 หรือ  𝑥 = 𝑐𝑜𝑠 𝜃 , 𝑦 = 𝑠𝑖𝑛 𝜃 , 𝑑𝑥 = − 𝑠𝑖𝑛 𝜃 𝑑𝜃, 𝑑𝑦 = 𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝑑𝜃

ර

𝐶

𝑦2 − 7𝑦 𝑑𝑥 + 2𝑥𝑦 + 2𝑥 𝑑𝑦 = න

0

2𝜋

− 𝑠𝑖𝑛2𝜃 − 7 𝑠𝑖𝑛 𝜃 𝑠𝑖𝑛 𝜃 𝑑𝜃 + 2 𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝑠𝑖𝑛 𝜃 + 2 𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝑑𝜃

= න

0

2𝜋

−𝑠𝑖𝑛3𝜃 + 7𝑠𝑖𝑛2𝜃 + 2𝑐𝑜𝑠2𝜃 𝑠𝑖𝑛 𝜃 + 2𝑐𝑜𝑠2𝜃 𝑑𝜃 = 0 + 7𝜋 + 0 + 2𝜋 = 9𝜋

𝑃 𝑥, 𝑦 = 𝑦2 − 7𝑦 , 𝑄 𝑥, 𝑦 = 2𝑥𝑦 + 2𝑥  

ดังนั้น
𝜕𝑃

𝜕𝑦
= 2𝑦 − 7 ,

𝜕𝑄

𝜕𝑥
= 2𝑦 + 2

ඵ

𝑅

𝜕𝑄

𝜕𝑥
−

𝜕𝑃

𝜕𝑦
𝑑𝐴 = ඵ

𝑅

9 𝑑𝐴

= 9 พ้ืนที่วงกลมรัศมี 1หน่วย = 9𝜋

import sympy as sp

# Define symbols

x, y, t = sp.symbols('x y t', real=True)

# Define the vector field components

P = y**2 - 7*y

Q = 2*x*y + 2*x

# Parameterize the circle x² + y² = 1

x_param = sp.cos(t)

y_param = sp.sin(t)

# Substitute parameterization into P and Q

P_param = P.subs([(x, x_param), (y, y_param)])

Q_param = Q.subs([(x, x_param), (y, y_param)])

# Compute derivatives dx/dt and dy/dt

dx_dt = sp.diff(x_param, t)

dy_dt = sp.diff(y_param, t)

# Form the integrand: P(dx/dt) + Q(dy/dt)

integrand = P_param * dx_dt + Q_param * dy_dt

# Evaluate the integral from 0 to 2π

result = sp.integrate(integrand, (t, 0, 2*sp.pi))

Green’s Theorem (ทฤษฎีบทของกรีน)



Green’s Theorem (ทฤษฎีบทของกรีน)
import sympy as sp

# Define symbols

x, y, t = sp.symbols('x y t', real=True)

# Define the vector field components

P = y**2 - 7*y

Q = 2*x*y + 2*x

# Parameterize the circle x² + y² = 1

x_param = sp.cos(t)

y_param = sp.sin(t)

# Green's Theorem

dQ_dx = sp.diff(Q, x)

dP_dy = sp.diff(P, y)

# Convert to polar coordinates for the double integral

r, theta = sp.symbols('r theta', real=True, positive=True)

curl = dQ_dx - dP_dy

curl_polar = curl.subs([(x, r*sp.cos(theta)), (y, r*sp.sin(theta))])

# Double integral over the unit disk

integrand_polar = curl_polar * r

result_green = sp.integrate(integrand_polar, (r, 0, 1), (theta, 0, 2*sp.pi))

print(f"\nUsing Green's Theorem: {result_green}")



ตัวอย่าง จงหำค่ำ ׯ𝐶
𝑥2 − 𝑦2 𝑑𝑥 + 2𝑦 − 𝑥 𝑑𝑦 โดยที่ C อยู่ในควอดรันต์ที่ 1 เป็นเสน้ทำงที่ถูกปิดลอ้มด้วย

กรำฟ 𝑦 = 𝑥2 และ 𝑦 = 𝑥3

จำกโจทย ์𝑃 𝑥, 𝑦 = 𝑥2 − 𝑦2 และ 𝑄 𝑥, 𝑦 = 2𝑦 − 𝑥  

ดังนั้น 
𝜕𝑃

𝜕𝑦
= −2𝑦 และ

𝜕𝑄

𝜕𝑥
= −1

ර

𝐶

𝑥2 − 𝑦2 𝑑𝑥 + 2𝑦 − 𝑥 𝑑𝑦 = ඵ

𝑅

(−1 + 2𝑦) 𝑑𝐴 = න

0

1

න

𝑥3

𝑥2

−1 + 2𝑦 𝑑𝑦𝑑𝑥

= න

0

1

ȁ−𝑦 + 𝑦2 𝑥2

𝑥3 𝑑𝑥

= න

0

1

−𝑥2 + 𝑥4 + 𝑥3 − 𝑥6 𝑑𝑥

= ቤ−
𝑥3

3
+

𝑥5

5
+

𝑥4

4
−

𝑥7

7
1
0

= −
1

3
+

1

5
+

1

4
−

1

7
 = −

11

420

import sympy as sp

# Define symbolic variables

x, y = sp.symbols('x y')

# Define the vector field

F = [x**2 - y**2, 2*y - x]

# Compute curl=(dQ/dx - dP/dy)

curl = sp.diff(F[1], x) - sp.diff(F[0], y)

# Double integral over the given region

C1 = sp.integrate(sp.integrate(curl, (y, x**3, 

x**2)), (x, 0, 1))

print(C1)

Green’s Theorem (ทฤษฎีบทของกรีน)



หรือ 

ර

𝐶

𝑥2 − 𝑦2 𝑑𝑥 + 2𝑦 − 𝑥 𝑑𝑦 = න

𝐶1

+ න

𝐶2

=

= න

0

1

𝑥2 − 𝑥6 𝑑𝑥 + 2𝑥3 − 𝑥 3𝑥2𝑑𝑥 + න

1

0

𝑥2 − 𝑥4 𝑑𝑥 + 2𝑥2 − 𝑥 2𝑥𝑑𝑥

อ=
𝑥3

3
−

𝑥7

7
+ 𝑥6 −

3𝑥4

4
0

1

+ อ
𝑥3

3
−

𝑥5

5
+ 𝑥4 −

2𝑥3

3
1

0

=
1

3
−

1

7
+ 1 −

3

4
−

1

3
−

1

5
+ 1 −

2

3

= −
1

7
+

1

5
−

3

4
+

2

3

=
−60 + 84 − 315 + 280

420

= −
11

420
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import sympy as sp

# Define symbolic variables

x, y = sp.symbols('x y')

# Define the vector field F

F = [x**2 - y**2, 2*y - x]

# Define parameterized curves

C1 = [x, x**3]  # First boundary curve

C2 = [x, x**2]  # Second boundary curve

# Compute derivatives of parameterized curves

dC1 = [sp.diff(C1[0], x), sp.diff(C1[1], x)]

dC2 = [sp.diff(C2[0], x), sp.diff(C2[1], x)]

# Compute line integrals along each curve

sol1 = sp.integrate(sp.Matrix(F).subs({x: C1[0], y: 

C1[1]}).dot(sp.Matrix(dC1)), (x, 0, 1))

sol2 = sp.integrate(sp.Matrix(F).subs({x: C2[0], y: 

C2[1]}).dot(sp.Matrix(dC2)), (x, 1, 0))

# Compute total integral

sol = sol1 + sol2

# Print the final result

print(sol)



ตัวอย่าง จงหำค่ำ ׯ𝐶
𝑥5 + 3𝑦 𝑑𝑥 + 2𝑥 − 𝑒𝑦3

𝑑𝑦 โดยที่ C เป็นวงกลม(𝑥 − 1)2+(𝑦 − 5)2= 4

ถ้ำ 𝑃 𝑥, 𝑦 = 𝑥5 + 3𝑦และ 𝑄 𝑥, 𝑦 = 2𝑥 − 𝑒𝑦3

ดังนั้น 
𝜕𝑃

𝜕𝑦
= 3และ

𝜕𝑄

𝜕𝑥
= 2

ර

𝐶

𝑥5 + 3𝑦 𝑑𝑥 + 2𝑥 − 𝑒𝑦3
𝑑𝑦 = ඵ

𝑅

(2 − 3) 𝑑𝐴 = − ඵ

𝑅

𝑑𝐴 = −4𝜋

เน่ืองจำกพื้นที่ของวงกลม คอื 𝜋𝑟2 = 4𝜋

Green’s Theorem (ทฤษฎีบทของกรีน)

import sympy as sp

# Define symbols

x, y = sp.symbols('x y')

# Define the vector field F

F = [x**5 + 3*y, 2*x - sp.exp(y**3)]

# Compute dQ/dx - dP/dy

curl = sp.diff(F[1], x) - sp.diff(F[0], y)

# Define integration limits

y_lower = 5 - sp.sqrt(4 - (x - 1)**2)

y_upper = 5 + sp.sqrt(4 - (x - 1)**2)

# Compute the double integral

sol = sp.integrate(sp.integrate(curl,(y,y_lower,y_upper)),(x,-1,3))

print(sol)



ตัวอย่าง จงหำงำนที่ถูกท ำโดยแรง 𝐅 = −16𝑦 + sin 𝑥2 𝐢 + 4𝑒𝑦 + 3𝑥2 𝐣 ตำมเสน้โค้งปิด 𝐶 ดังรูป

𝑊 = ර

𝐶

𝐅 ∙ 𝑑𝐫 = ර

𝐶

−16𝑦 + sin 𝑥2 𝑑𝑥 + 4𝑒𝑦 + 3𝑥2 𝑑𝑦

และ ดังนั้นด้วยทฤษฎบีทของกรนี ׭𝑅
6𝑥 + 16 𝑑𝐴 จำกรูปขอบเขต 𝑅 ควรใช ้Polar coordinates เนื่องจำก 𝑅 คือ 

0 ≤ 𝑟 ≤ 1,
𝜋

4
≤ 𝜃 ≤

3𝜋

4

𝑊 = 𝜋׬

4

3𝜋

4 0׬

1
6𝑟 cos 𝜃 + 16 𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃 = 𝜋׬

4

3𝜋

4 2𝑟3 cos 𝜃 + 8𝑟2 1
0

𝑑𝜃

= න
𝜋
4

3𝜋
4

2 cos 𝜃 + 8 𝑑𝜃 = 4𝜋

import sympy as sp

x, y, r, t = sp.symbols('x y r t')

# Define the vector field

F = [-16*y + sp.sin(x**2), 4*sp.exp(y) + 3*x**2]

# Define the Contour parameterization

C = [r*sp.cos(t), r*sp.sin(t)]

# Substitute contour coordinates into dQdx_dPdy

curl = sp.diff(F[1], x) - sp.diff(F[0], y)

integrand = curl.subs({x: C[0], y: C[1]})* r

sol = (sp.integrate(sp.integrate(integrand, (r, 0, 1)), (t, sp.pi/4, 

sp.pi*3/4)))

print(sol)

Green’s Theorem (ทฤษฎีบทของกรีน)



ตัวอย่าง จงหำค่ำ ׯ𝐶
𝑦2𝑑𝑥 + 3𝑥𝑦 𝑑𝑦 โดยที่ C เป็นขอบเขตของ R ดังรูป

วิธที า  วงกลม 𝑥2 + 𝑦2 = 1 หรือ  𝑥 = 𝑐𝑜𝑠 𝜃  , 𝑦 = 𝑠𝑖𝑛 𝜃 , 𝑑𝑥 = − 𝑠𝑖𝑛 𝜃 𝑑𝜃, 𝑑𝑦 = 𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝑑𝜃

วงกลม 𝑥2 + 𝑦2 = 4 หรือ  𝑥 = 2 𝑐𝑜𝑠 𝜃  , 𝑦 = 2 𝑠𝑖𝑛 𝜃 , 𝑑𝑥 = −2 𝑠𝑖𝑛 𝜃 𝑑𝜃, 𝑑𝑦 = 2 𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝑑𝜃

ර

𝐶

𝑦2𝑑𝑥 + 3𝑥𝑦 𝑑𝑦 = න

𝐶1

+ න

𝐶2

+ න

𝐶3

+ න

𝐶4

= න

𝐶1

𝑦2𝑑𝑥 + න

𝐶2

𝑦2𝑑𝑥 + 3𝑥𝑦 𝑑𝑦 + න

𝐶3

𝑦2𝑑𝑥 + න

𝐶4

𝑦2𝑑𝑥 + 3𝑥𝑦 𝑑𝑦

= න

−2

−1

0𝑑𝑥 + න

𝜋

0

−𝑠𝑖𝑛3𝑑𝜃 + 3 𝑠𝑖𝑛 𝜃 𝑐𝑜𝑠2𝜃𝑑𝜃 + න

1

2

0𝑑𝑥 + 23 න

0

𝜋

−𝑠𝑖𝑛3𝑑𝜃 + 3 𝑠𝑖𝑛 𝜃 𝑐𝑜𝑠2𝜃𝑑𝜃

= න

𝜋

0

−𝑠𝑖𝑛3𝑑𝜃 + 3 𝑠𝑖𝑛 𝜃 𝑐𝑜𝑠2𝜃𝑑𝜃 + 8 න

0

𝜋

−𝑠𝑖𝑛3𝑑𝜃 + 3 𝑠𝑖𝑛 𝜃 𝑐𝑜𝑠2𝜃𝑑𝜃 =
4

3
− 2 −

32

3
+ 16 =

14

3

𝑃 𝑥, 𝑦 = 𝑦2 , 𝑄 𝑥, 𝑦 = 3𝑥𝑦  ดงันัน้ 
𝜕𝑃

𝜕𝑦
= 2𝑦 ,

𝜕𝑄

𝜕𝑥
= 3𝑦

ඵ

𝑅

𝜕𝑄

𝜕𝑥
−

𝜕𝑃

𝜕𝑦
𝑑𝐴 = ඵ

𝑅

𝑦 𝑑𝐴 = න

0

𝜋

න

1

2

𝑟 𝑠𝑖𝑛 𝜃 𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃 = න

0

𝜋

න

1

2

𝑟2 𝑠𝑖𝑛 𝜃 𝑑𝑟𝑑𝜃 =
14

3

C1
C2

C3

C4



import sympy as sp

# Define symbols

x, y, r, t = sp.symbols('x y r t')

# Define the vector field

F = sp.Matrix([y**2, 3*x*y])

# Compute dQ/dx - dP/dy

dQdx_dPdy = sp.diff(F[1], x) - sp.diff(F[0], y)

# Define the C contour parameterization

C = sp.Matrix([r*sp.cos(t), r*sp.sin(t)])

# Substitute contour coordinates into dQdx_dPdy

A = dQdx_dPdy.subs({x: C[0], y: C[1]})

# Compute the surface element dS

r_deriv = sp.diff(C, r)

t_deriv = sp.diff(C, t)

dS = r_deriv[0]*t_deriv[1] - r_deriv[1]*t_deriv[0]

# Compute the surface integral

result = sp.integrate(sp.integrate(A * dS, (r, 1, 2)), (t, 0, sp.pi))

print(result)
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