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❑ Line Integral that is similar to a single 

integral except that instead of 

integrating over an interval [a, b], we 

integrate over a curve C. 

❑ Although “curve integrals” would be 

better terminology. 

❑ They were invented in the early 19th 

century to solve problems involving 

fluid flow, forces, electricity, and 

magnetism.

เสน้ทาง AB แทนดว้ย 3 สมการ ไดแ้ก่ 
C1, C2, C3 ไม่ใช่เสน้ทางเดียวแต่ทัง้ 3
เป็น smooth curve

Line Integrals (อินทิกรัลตามเส้น)



Let 𝑃  be the norm of the partition or 
the length of the longest subarc.

Line Integrals (อินทิกรัลตามเส้น)



ถ้า 𝐶 เป็นส่วนโค้งเรียบ (smooth curve : [หมายความว่า 𝐫′(𝑡) ต่อเนื่องและ 𝐫′(𝑡)0])ที่ถูกพารามิเตอร์
ด้วย 𝑥 = 𝑥 𝑡 , 𝑦 = 𝑦 𝑡 , 𝑎 ≤ 𝑡 ≤ 𝑏 หรือด้วยสมการเว็คเตอร์ 𝐫 𝑡 = 𝑥(𝑡)𝐢 + 𝑦(𝑡)𝐣
ดังนั้นค่าอนุพันธ์ (differential) ของ 𝑑𝑥, 𝑑𝑦, และ 𝑑𝑠 ด้วย 𝑥′ 𝑡 𝑑𝑡, 𝑦′ 𝑡 𝑑𝑡 และ

𝑥′ 𝑡 2 + 𝑦′ 𝑡 2 𝑑𝑡 โดยพจน์ 𝑑𝑠 = 𝑑𝑥 2 + 𝑑𝑦 2 = 𝑥′ 𝑡 2 + 𝑦′ 𝑡 2 𝑑𝑡 

ถูกเรียกว่า ค่าอนุพันธ์ของความยาวส่วนโค้ง (differential of arc length) การอนิทิเกรทเทียบกับตัวแปร 𝑡 
แสดงดังต่อไปนี้

න

𝐶

𝑓 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥 = න

𝑎

𝑏

𝑓 𝑥 𝑡 , 𝑦 𝑡 𝑥′(𝑡)𝑑𝑡

න

𝐶

𝑓 𝑥, 𝑦 𝑑𝑦 = න

𝑎

𝑏

𝑓 𝑥 𝑡 , 𝑦 𝑡 𝑦′(𝑡)𝑑𝑡

න

𝐶

𝑓 𝑥, 𝑦 𝑑𝑠 = න

𝑎

𝑏

𝑓 𝑥 𝑡 , 𝑦 𝑡 𝑥′ 𝑡 2 + 𝑦′ 𝑡 2𝑑𝑡

Line Integrals (อินทิกรัลตามเส้น)



จงหาค่า a C׬
𝑥𝑦2𝑑𝑥 ,  (b) C׬

𝑥𝑦2𝑑𝑦,       (c) C׬
𝑥𝑦2𝑑𝑠  

บนควอเตอร์ของวงกลม C โดย 𝑥 = 4 𝑐𝑜𝑠(𝑡) , 𝑦 = 4 𝑠𝑖𝑛(𝑡), 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝜋/2

𝑁𝑜𝑡𝑒: 𝑠𝑖𝑛2t =
1 − cos 2𝑡

2

𝐴𝑛𝑠𝑤𝑒𝑟:  𝑎)  − 64, 𝑏) 16𝜋, 𝑐)256/3

import sympy as sp

# Define the symbol and the parameterization

t = sp.symbols('t')

x = 4 * sp.cos(t)

y = 4 * sp.sin(t)

# Define the vector field

F = x * y**2

# Compute the dot products

Fdx = F * sp.diff(x, t)  # F * dx

Fdy = F * sp.diff(y, t)  # F * dy

Fds = F * sp.sqrt(sp.diff(x, t)**2 + sp.diff(y, 

t)**2)  # F * ds

# Calculate the integrals

ans1 = sp.integrate(Fdx, (t, 0, sp.pi/2))

ans2 = sp.integrate(Fdy, (t, 0, sp.pi/2))

ans3 = sp.integrate(Fds, (t, 0, sp.pi/2))

ans1, ans2, ans3

Line Integrals (อินทิกรัลตามเส้น)



จงหาค่า a C׬
𝑥𝑦2𝑑𝑥 ,  (b) C׬

𝑥𝑦2𝑑𝑦,       (c) C׬
𝑥𝑦2𝑑𝑠  

บนควอเตอร์ของวงกลม C โดย 𝑥 = 4 𝑐𝑜𝑠(𝑡) , 𝑦 = 4 𝑠𝑖𝑛(𝑡), 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝜋/2

a න
C

𝑥𝑦2𝑑𝑥 = න
𝐶

4 𝑐𝑜𝑠 𝑡 4 𝑠𝑖𝑛 𝑡 2 −4 𝑠𝑖𝑛 𝑡 𝑑𝑡 = −256 න
𝐶

𝑠𝑖𝑛3 𝑡 𝑑𝑠𝑖𝑛 𝑡 = −64

b න
C

𝑥𝑦2𝑑𝑦 = න
𝐶

4 𝑐𝑜𝑠 𝑡 4 𝑠𝑖𝑛 𝑡 2 4 𝑐𝑜𝑠 𝑡 𝑑𝑡 = 64 න
𝐶

𝑠𝑖𝑛2 2𝑡 𝑑𝑡 = 64 න
𝐶

1 − cos 4𝑡

2
𝑑𝑡 = 16𝜋

c න
𝐶

𝑥𝑦2𝑑𝑠 = න
𝐶

4 𝑐𝑜𝑠 𝑡 4 𝑠𝑖𝑛 𝑡 2 16𝑠𝑖𝑛2 𝑡 + 16𝑐𝑜𝑠2 𝑡 𝑑𝑡 = 256 න
𝐶

𝑠𝑖𝑛2 𝑡 𝑑𝑠𝑖𝑛 𝑡 =
256

3

Line Integrals (อินทิกรัลตามเส้น)







import sympy as sp

# Define the symbol and the parameterization

t = sp.symbols('t')

x = 5 * sp.cos(t)

y = 5 * sp.sin(t)

# Define the vector field

G = 2 * x * y

# Compute the dot products

Gdx = G * sp.diff(x, t)  # F * dx

Gdy = G * sp.diff(y, t)  # F * dy

Gds = G * sp.sqrt(sp.diff(x, t)**2 + sp.diff(y, 

t)**2)  # F * ds

# Calculate the integrals

ans1 = sp.integrate(Gdx, (t, 0, sp.pi/4))

ans2 = sp.integrate(Gdy, (t, 0, sp.pi/4))

ans3 = sp.integrate(Gds, (t, 0, sp.pi/4))

ans1, ans2, ans3



import sympy as sp

# Define the symbol and the parameterization

t = sp.symbols('t')

x = 2 * t

y = t**2

# Define the vector field

G =  x**3 + 2*x*y**2 + 2*x

# Compute the dot products

Gdx = G * sp.diff(x, t)  # F * dx

Gdy = G * sp.diff(y, t)  # F * dy

Gds = G * sp.sqrt(sp.diff(x, t)**2 + sp.diff(y, 

t)**2)  # F * ds

# Calculate the integrals

ans1 = sp.integrate(Gdx, (t, 0, 1))

ans2 = sp.integrate(Gdy, (t, 0, 1))

ans3 = sp.integrate(Gds, (t, 0, 1))

ans1, ans2, ans3



import sympy as sp

# Define the symbol 'x' and parameterize 'y' in terms of 'x'

x = sp.symbols('x')

y = 2*x + 1  # y is defined as a linear function of x

# Define the vector field 'G' in terms of 'x' and 'y'

G = 3*x**2 + 6*y**2  # The vector field G

# Compute the dot products wrt 'x' and 'y'

# F * dx: Differentiate 'x’ wrt 'x'

Gdx = G * sp.diff(x, x)

# F * dy: Differentiate 'y’ wrt 'x'

Gdy = G * sp.diff(y, x)

# F * ds: Calculate magnitude of differential displacement(dx,dy)and multiply by F

Gds = G * sp.sqrt(sp.diff(x, x)**2 + sp.diff(y, x)**2)

# Perform the integrals of the dot products wrt to 'x' over the interval [-1, 0]

ans1 = sp.integrate(Gdx, (x, -1, 0))  # Integral of Gdx over x from -1 to 0

ans2 = sp.integrate(Gdy, (x, -1, 0))  # Integral of Gdy over x from -1 to 0

ans3 = sp.integrate(Gds, (x, -1, 0))  # Integral of Gds over x from -1 to 0

# Return the results of the integrals

ans1, ans2, ans3



import sympy as sp

x = sp.symbols('x')

y = 3/2 * x**(2/3)  # Parametrize y

G = x**2 / y**3  # Vector field

# Compute dot products and integrals in one step

Gdx = G * sp.diff(x, x)

Gdy = G * sp.diff(y, x)

Gds = G * sp.sqrt(sp.diff(x, x)**2 + sp.diff(y, x)**2)

# Integrals over x from 1 to 8

ans1 = sp.integrate(Gdx, (x, 1, 8))

ans2 = sp.integrate(Gdy, (x, 1, 8))

ans3 = sp.integrate(Gds, (x, 1, 8))

ans1, ans2, ans3



ตัวอย่าง จงหาค่าอินทิกรัล׬C y2dx +xdy เม่ือ C คือ x2+4y2=4

import sympy as sp

t = sp.symbols('t')

x, y = 2 * sp.cos(t), sp.sin(t)  # Parametrization of the curve

F = [y**2, x]  # Vector field

# Compute the dot product and integrate

sol = sp.integrate(F[0] * sp.diff(x, t) + F[1] * sp.diff(y, t), (t, 0, 2*sp.pi))

sol



จงพิสูจน์ว่าอินทิกรัลตามเส้น ׬
C

y2dx + xydy มีค่าเท่ากันตามแต่ละเส้นทาง C ต่อไปนี้
C: x = 2t + 1,  y = 4t + 2,  0 ≤ t ≤ 1

C: x = t2,  y = 2t2,  1 ≤ t ≤ 3
C: x = ln t ,  y = 2 ln t ,  e ≤ t ≤ e3

Line Integrals (อินทิกรัลตามเส้น)



จงพิสูจน์ว่าอินทิกรัลตามเส้น ׬
C

y2dx + xydy มีค่าเท่ากันตามแต่ละเส้นทาง C ต่อไปนี้
C: x = 2t + 1,  y = 4t + 2,  0 ≤ t ≤ 1

C: x = t2,  y = 2t2,  1 ≤ t ≤ 3
C: x = ln t ,  y = 2 ln t ,  e ≤ t ≤ e3

import sympy as sp

t = sp.symbols('t')

x, y = 2 * t + 1, 4 * t + 2  # Parametrization of the curve

F = [y**2, x * y]  # Vector field

sol = sp.integrate(F[0] * sp.diff(x, t) + F[1] * sp.diff(y, t), (t, 0, 1))

sol

import sympy as sp

t = sp.symbols('t')

x, y = t**2, 2 * t**2  # Parametrization of the curve

F = [y**2, x * y]  # Vector field

sol = sp.integrate(F[0] * sp.diff(x, t) + F[1] * sp.diff(y, t), (t, 1, sp.sqrt(3)))

sol

import sympy as sp

t = sp.symbols('t')

x, y = sp.log(t), 2 * sp.log(t)  # Parametrization of the curve

F = [y**2, x * y]  # Vector field

sol = sp.integrate(F[0]*sp.diff(x,t)+F[1]*sp.diff(y,t),(t, sp.exp(1),sp.exp(1)**3))

sol

Line Integrals (อินทิกรัลตามเส้น)



ตัวอย่าง จงหาค่า ׬C
2 + 𝑥2𝑦 d𝑠 โดยที ่C คือครึ่งบนของวงกลม 𝑥2 + 𝑦2 = 1

เส้นโค้ง 𝐶 ถูกพารามิเตอร์ด้วย 𝑥 = 𝑐𝑜𝑠 𝑡 , 𝑦 = 𝑠𝑖𝑛 𝑡 , 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝜋

import sympy as sp

# Define the symbol and the parameterization

t = sp.symbols('t')

x = sp.cos(t)

y = sp.sin(t)

# Define the vector field

G = 2 + x**2 * y

# Compute the dot products

Gds = G * sp.sqrt(sp.diff(x, t)**2 + sp.diff(y, t)**2)  # F * ds

ans = sp.integrate(Gds, (t, 0, sp.pi))

ans

Line Integrals (อินทิกรัลตามเส้น)



ตัวอย่าง จงหาค่า ׬𝐶
𝑦2𝑑𝑥 + 𝑥𝑑𝑦 โดยที่ C คือเส้นโค้งต่อไปนี้

a) C=C1 คือ เส้นตรงจากจุด (-5, -3) ถึง (0, 2)

b) C=C2 คือ ส่วนโค้งพาราโบล่า x = 4 − y2 จากจุด (-5, -3) ถึง (0, 2)

(a)    𝑦 − 𝑦1 = 𝑚 𝑥 − 𝑥1

𝑦 =  𝑥 + 2

𝐶׬
𝑦2𝑑𝑥 + 𝑥𝑑𝑦 5−׬ =

0
𝑥 + 2 2𝑑𝑥 + 𝑥𝑑𝑥=-

5

6

import sympy as sp

x = sp.symbols('x')

y = x + 2      # Parametrization of the curve

F = [y**2, x]  # Vector field

sol = sp.integrate(F[0] * sp.diff(x, x) + F[1] * sp.diff(y, x), (x, -5, 0))

sol

import sympy as sp

y = sp.symbols('y')

x = 4 - y**2

F = [y**2, x] 

sol = 

sp.integrate(F[0]*sp.diff(x,y) 

+ F[1]*sp.diff(y,y),(y,-3, 2))

sol

Line Integrals (อินทิกรัลตามเส้น)



ตัวอย่าง กำหนดให้เส้นโค้งทั้ง 3 อยู่ระหว่างจุด (0,0) และ (2,4)

𝐶1: 𝑥 = 𝑡,  𝑦 = 2𝑡,  0 ≤ 𝑡 ≤ 2
𝐶2: 𝑥 = 𝑡,  𝑦 = 𝑡2,  0 ≤ 𝑡 ≤ 2
𝐶3: 𝑥 = 2𝑡 − 4,  𝑦 = 4𝑡 − 8,  2 ≤ 𝑡 ≤ 3

จงแสดงและอธิบายว่าทำไม 𝐶1׬
𝑥𝑦 𝑑𝑠 = 𝐶3׬

𝑥𝑦 𝑑𝑠 แต่ ׬𝐶1
𝑥𝑦 𝑑𝑠 ≠ 𝐶2׬

𝑥𝑦 𝑑𝑠

Line Integrals (อินทิกรัลตามเส้น)



ตัวอย่าง กำหนดให้เส้นโค้งทั้ง 3 อยู่ระหว่างจุด (0,0) และ (2,4)

𝐶1: 𝑥 = 𝑡,  𝑦 = 2𝑡,  0 ≤ 𝑡 ≤ 2
𝐶2: 𝑥 = 𝑡,  𝑦 = 𝑡2,  0 ≤ 𝑡 ≤ 2
𝐶3: 𝑥 = 2𝑡 − 4,  𝑦 = 4𝑡 − 8,  2 ≤ 𝑡 ≤ 3

จงแสดงและอธิบายว่าทำไม 𝐶1׬
𝑥𝑦 𝑑𝑠 = 𝐶3׬

𝑥𝑦 𝑑𝑠 แต่ ׬𝐶1
𝑥𝑦 𝑑𝑠 ≠ 𝐶2׬

𝑥𝑦 𝑑𝑠

import sympy as sp

t = sp.symbols('t')

x = t ; y = 2 * t ; F = x * y

D = F * sp.sqrt(sp.diff(x, t)**2 + sp.diff(y, t)**2)

sol = sp.integrate(D, (t, 0, 2))

print(sol)

import sympy as sp

t = sp.symbols('t')

x = t ; y = t**2 ; F = x * y

D = F * sp.sqrt(sp.diff(x, t)**2 + sp.diff(y, t)**2)

sol = sp.integrate(D, (t, 0, 2))

print(sol)

import sympy as sp

t = sp.symbols('t')

x = 2*t-4 ; y = 4*t-8 ; F = x * y

D = F * sp.sqrt(sp.diff(x, t)**2 + sp.diff(y, t)**2)

sol = sp.integrate(D, (t, 2, 3))

print(sol)

Line Integrals (อินทิกรัลตามเส้น)



❑“เส้นทางการอินทิเกรท (path of integration)” คือเส้นโค้งเรียบ C ที่มี
ความต่อเน่ืองเป็นช่วง จากจุดเริ่มต้น A ถึงจุดส้ินสุด B

❑ถา้ F(x,y) = P(x,y)i + Q(x,y)j เป็นสนามเว็คเตอร์ใน 2 มิต ิและเส้นทาง C 
เป็นฟังก์ชันเว็คเตอร์ r t  = x(t)i + y(t)j, a t b, ดังนั้นอินทิกรัลตามเส้น 
(line integral) จะเทา่กับ 

න

C

Pdx + Qdy = න

C

F∙dr

โดยที่  dr=dxi+dyj และ x=x t ,y=y t

➢ เป็นคุณสมบัติของฟังก์ชัน ที่ท าให้อินทิกรัลตามเส้นของฟังก์ชันนั้นในแต่ละ
เส้นทางจากจุดเริ่มต้นถงึจุดสิ้นสุดมีค่าเท่ากันเสมอ (Independence of Path)

Independence of Path (ความเป็นอิสระของเส้นทาง)



Figure 09.9.1: Line integral in Example 1 is the same on four paths

❑บางครั้ง อินทิกรัลตามเส้นที่เกี่ยวข้องกับสนามเว็คเตอร์ 𝐅
จะไม่ขึ้นอยู่กับเส้นทางของการอินทิกรัล

Independence of Path (ความเป็นอิสระของเส้นทาง)



สนามเว็คเตอร์ F ถูกเรียกว่า สนามเว็คเตอร์อนุรักษ์ !!!

Independence of Path (ความเป็นอิสระของเส้นทาง)



import sympy as sp

t = sp.symbols('t')

x = t ; y = t**2

# Define the vector field F = [y, x]

F = [y, x]

# Compute the dot product F·(dx/dt, dy/dt)

D = F[0]*sp.diff(x, t) + F[1]*sp.diff(y, t)

# Compute the line integral from t=0 to t=1

sol = sp.integrate(D, (t, 0, 1))

sol

Independence of Path (ความเป็นอิสระของเส้นทาง)



ฟังก์ชันเว็คเตอร ์F ในระบบ 2มิต ิและ 3มิต ิจะเป็นฟังกช์ันอนุรักษ ์(conservative) ถา้ 
F แสดงให้อยู่ในรูปของเกรเดียนทข์องฟังก์ชันสเกลาร์ (𝛁𝜙) ได้ ซึ่งฟังก์ชัน 𝜙 นีจ้ะ
ถูกเรียกว่า “โพเทนเชียลฟังก์ชันของ F”

ให้ C เป็นเสน้ทางเปิดในขอบเขต R บนระนาบ xy มีค่าเป็น r t =x t i+y t j , 
𝑎 ≤ 𝑡 ≤ 𝑏 ถ้า F x,y =P x,y i + Q x,y j เป็นสนามเว็คเตอร์อนุรักษ์ใน R และ 
𝜙 คือ โพเทนเชียลฟังกช์ันของ F ดังนั้น

𝐅 is conservative if there exists a function 𝜙 such that 𝐅 = ∇𝜙

Independence of Path (ความเป็นอิสระของเส้นทาง)



ตัวอย่าง ถ้า F x,y  = yi+xj และ dr=dxi+dyj ดังนั้น C׬ ydx +xdy= C׬ F∙dr

ถ้าเราพิจารณาฟังก์ชัน ϕ x,y =xy เกรเดียนท์ของฟังก์ชัน ϕ จะมีค่าเท่ากับ

∇ϕ =
∂ϕ

∂x
i +

∂ϕ

∂y
j = yi + xj

เพราะว่า ∇ϕ=F x,y  ดังนั้นสรุปได้วา่ F x,y = yi + xj เป็นสนามเว็คเตอร์อนุรักษ์ 
(conservative vector field) และ ϕ เป็นโพเทนเชยีลฟังก์ชันของ F

ตัวอย่าง จงหาค่า׬𝐶
𝑦𝑑𝑥 + 𝑥𝑑𝑦 โดยที่ C เป็นเสน้ทางที่มีจุดเริ่มต้น 0,0  และจุดสิน้สุดที่ 1,1

เราเพิ่งจะรู้มาว่า 𝐅 𝑥, 𝑦 = 𝑦𝐢 + 𝑥𝐣 เป็นสนามเว็คเตอร์อนุรักษ์ ที่ถูกก าหนดใหเ้ป็นจุดบนระนาบ 𝑥𝑦 และ
𝜙 𝑥, 𝑦 = 𝑥𝑦 เป็นโพเทนเชยีลฟังก์ชันของ 𝐅 ดังนั้นเราสามารถเขียนได้วา่

𝐶׬
𝑦𝑑𝑥 + 𝑥𝑑𝑦 ׬ = 0,0

1,1
𝐅 ∙ 𝑑𝐫 = ׬ 0,0

1,1
𝛻𝜙 ∙ 𝑑𝐫 

= ȁ𝑥𝑦
(1,1)
(0,0)

= 1 × 1 − 0 × 0

= 1
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วิธีเช็คฟังก์ชัน F เป็นสนามเว็คเตอร์อนุรักษห์รือไม่?

สมมุติว่า 𝐅(𝑥, 𝑦) = 𝑃(𝑥, 𝑦)𝐢 +  𝑄(𝑥, 𝑦)𝐣 เป็นสนามเว็คเตอร์อนุรักษ์ ในบริเวณ 𝑅 โดยที่     
𝑃, 𝑄, อนุพันธ์ของ 𝑃 และ 𝑄 ต่อเนื่องในบริเวณ 𝑅 ดังนั้น

𝜕𝑃

𝜕𝑦
=

𝜕𝑄

𝜕𝑥
ส าหรับทุกจุด (𝑥, 𝑦) ในบริเวณ 𝑅 หรือในทางกลับกัน ถา้สมการข้างบนเป็นจริงส าหรับทกุจุด 
(𝑥, 𝑦) ในบริเวณ 𝑅 ดังนั้น 𝐅 = 𝑃𝐢 +  𝑄𝐣 เป็นสนามเว็คเตอร์อนุรักษ์ ในบริเวณ 𝑅 

Independence of Path (ความเป็นอิสระของเส้นทาง)



F(x,y)→ (x,y)

ตัวอย่าง จงหาว่าสนามเว็คเตอร์ 𝐅(𝑥, 𝑦) = (𝑥2 − 2𝑦2)𝐢 + (𝑥 + 5𝑦)𝐣 เป็นสนามเว็คเตอร์
อนุรักษ์หรือไม่  

จาก 𝑃 = 𝑥2 − 2𝑦2 และ 𝑄 = 𝑥 + 5𝑦 ท าให้ได้ว่า  
𝜕𝑃

𝜕𝑦
≠

𝜕𝑄

𝜕𝑥

ดังนัน้ สนามเว็คเตอร์ 𝐅 “ไม่เป็นสนามเว็คเตอร์อนุรักษ”์

ตัวอย่าง จงหาว่าสนามเว็คเตอร์ 𝐅 𝑥, 𝑦 = −𝑦𝑒−𝑥𝑦𝐢 − 𝑥𝑒−𝑥𝑦𝐣 เป็นสนามเว็คเตอร์อนุรกัษ์หรือไม่  

จาก 𝑃 = −𝑦𝑒−𝑥𝑦 และ 𝑄 = −𝑥𝑒−𝑥𝑦 ท าให้ไดว้่า
𝜕𝑃

𝜕𝑦
= 𝑥𝑦𝑒−𝑥𝑦 − 𝑒−𝑥𝑦 =

𝜕𝑄

𝜕𝑥

ดังนั้น สนามเว็คเตอร์ 𝐅 เปน็สนามเว็คเตอร์อนุรักษ์
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ตัวอย่าง

(a)  จงแสดงให้เห็นว่า 𝐶׬
𝐅 ∙ 𝑑𝐫 เม่ือ 𝐅(𝑥, 𝑦) = (𝑦2 − 6𝑥𝑦 + 6)𝐢 + (2𝑥𝑦 − 3𝑥2 − 2𝑦)𝐣

เป็นค่าที่ไม่ขึน้กับเส้นทาง (Independence of Path) C ระหว่างจุดเริ่มต้น −1,0  และจุดสิ้นสุดที่ 3,4

(b) จงหาโพเทนเชียลฟังกช์ัน 𝜙 ส าหรับ 𝐅 และ (c)  จงประเมนิค่า ׬ −1,0

3,4
𝐅 ∙ 𝑑𝐫

a) จาก 𝑃 = 𝑦2 − 6𝑥𝑦 + 6 และ 𝑄 = 2𝑥𝑦 − 3𝑥2 − 2𝑦 ท าให้ไดว้่า  
𝜕𝑃

𝜕𝑦
= 2𝑦 − 6𝑥 =

𝜕𝑄

𝜕𝑥

สนามเว็คเตอร์  𝐅 เป็นสนามเว็คเตอร์อนุรักษ์ และดังนั้น ׬𝐶
𝐅 ∙ 𝑑𝐫 มีค่าที่ไมข่ึ้นกับเสน้ทางระหว่างจุด A และ B ใดๆ ใน

ระนาบ

b) เพราะ 𝐅 เป็นสนามเว็คเตอร์อนุรักษ์ แสดงว่ามีโพเทนเชยีลฟังก์ชัน 𝜙 (แสดงว่า 𝐅 𝑥, 𝑦 =𝛻𝜙 → 𝑃 𝑥, 𝑦 𝐢 + 𝑄 𝑥, 𝑦 𝐣 = 
𝜕𝜙

𝜕𝑥
 𝐢 + 

𝜕𝜙

𝜕𝑦
 𝐣)

ดังนัน้  
𝜕𝜙

𝜕𝑥
= 𝑦2 − 6𝑥𝑦 + 6 และ 

𝜕𝜙

𝜕𝑦
= 2𝑥𝑦 − 3𝑥2 − 2𝑦

𝜙 = න 𝑦2 − 6𝑥𝑦 + 6 𝑑𝑥 = 𝑥𝑦2 − 3𝑥2𝑦 + 6𝑥 + 𝑔(𝑦)

โดยที่ 𝑔 𝑦 เป็นค่าคงท่ีของการอินทิเกรชนั ใช้ 𝜙 = 𝑥𝑦2 − 3𝑥2𝑦 + 6𝑥 + 𝑔(𝑦) มาหา
𝜕𝜙

𝜕𝑦
= 2𝑥𝑦 − 3𝑥2 − 2𝑦

จะได้ 2𝑥𝑦 − 3𝑥2 +
𝜕𝑔

𝜕𝑦
= 2𝑥𝑦 − 3𝑥2 − 2𝑦 ดังนั้น 

𝜕𝑔

𝜕𝑦
= −2𝑦 หรือ 𝑔 𝑦 = −𝑦2 + 𝐶

 ดังนัน้     𝜙 = 𝑥𝑦2 − 3𝑥2𝑦 + 6𝑥 − 𝑦2 + 𝐶 
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(c) ׬ −1,0

3,4
𝐅 ∙ 𝑑𝐫 = 𝑥𝑦2 − 3𝑥2𝑦 + 6𝑥 − 𝑦2 + 𝐶

3,4
−1,0

 = 48 − 108 + 18 − 16 − −6 = −52

เราสามารถอินทิเกรท ตามเสน้ทางใดๆที่ง่ายบนเสน้โค้ง C ซึ่งเช่ือมต่อระหว่างจุด A และ B โดยเฉพาะอย่างย่ิง ง่ายที่สุดคือ 

สมการเส้นตรงจาก A ถึง B ซึ่งได้ 𝑦 = 𝑥 + 1 ดังนั้น

න
−1,0

3,4

𝐅 ∙ 𝑑𝐫 = න
𝐶

𝑦2 − 6𝑥𝑦 + 6 𝑑𝑥 + 2𝑥𝑦 − 3𝑥2 − 2𝑦 𝑑𝑦

= න
−1

3

(𝑥 + 1)2−6𝑥(𝑥 + 1) + 6 𝑑𝑥 + 2𝑥(𝑥 + 1) − 3𝑥2 − 2(𝑥 + 1) 𝑑𝑥

= න
−1

3

−6𝑥2 − 4𝑥 + 5 𝑑𝑥 = −52

𝑁𝑜𝑡𝑒:  สมการเส้นตรงที่เชื่อม
ระหว่างจุด −1,0 และ 3,4
คือ 𝑦 = 𝑥 + 1

import sympy as sp

# Define symbols

x, y = sp.symbols('x y')

# Define the vector function F

F = [y**2 - 6*x*y + 6, 2*x*y - 3*x**2 - 2*y]

# Compute derivatives

dQdx_dPdy = sp.diff(F[1], x) - sp.diff(F[0], y)

# Compute phi

phi = sp.integrate(F[0], x)

dgdy = F[1] - sp.diff(phi, y)

phi = sp.integrate(F[0], x) + sp.integrate(dgdy, y)

# Display results

print("dQdx - dPdy:", dQdx_dPdy)

print("phi:", phi)
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𝐅 𝑥, 𝑦, 𝑧 = 𝑃 𝑥, 𝑦, 𝑧 𝐢 + 𝑄 𝑥, 𝑦, 𝑧 𝐣 + 𝑅 𝑥, 𝑦, 𝑧 𝐤
และเสน้โค้งที่ต่อเน่ืองเป็นช่วง 𝐫 𝑡 = 𝑥 𝑡 𝐢 + 𝑦 𝑡 𝐣 + 𝑧 𝑡 𝐤, 𝑎 ≤ 𝑡 ≤ 𝑏

න
𝐶

𝐅 ∙ 𝑑𝐫 = න
𝐶

𝛻𝜙 ∙ 𝑑𝐫 = 𝜙 𝑥 𝑏 , 𝑦 𝑏 , 𝑧 𝑏 − 𝜙 𝑥 𝑎 , 𝑦 𝑎 , 𝑧 𝑎

= 𝜙 𝐵 − 𝜙 𝐴
ถ้า 𝐅 เป็นสนามเว็คเตอร์อนุรักษ์ และ 𝑃, 𝑄, 𝑅 และอนุพันธ์ย่อยลำดับที่1 ของพวกมันต่อเนื่องในบริเวณ 3D 

ดังนั้น 
𝜕𝑃

𝜕𝑦
=

𝜕𝑄

𝜕𝑥
,  

𝜕𝑃

𝜕𝑧
=

𝜕𝑅

𝜕𝑥
, 

𝜕𝑄

𝜕𝑧
=

𝜕𝑅

𝜕𝑦

ถ้า 𝑭 เป็นสนามเว็คเตอร์อนุรักษ์ ดังนั้นจะม ีF = 𝛻𝜙 และ 𝛻 × 𝛻𝜙 = 𝛻 × F = curl F = 0 เสมอ นั่น
คือว่า

𝛻 × F =
𝜕𝑅

𝜕𝑦
−

𝜕𝑄

𝜕𝑧
𝐢 +

𝜕𝑃

𝜕𝑧
−

𝜕𝑅

𝜕𝑥
𝐣 +

𝜕𝑄

𝜕𝑥
−

𝜕𝑃

𝜕𝑦
𝐤 = 𝟎

Conservative Vector Fields in 3D
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𝐅 𝑥, 𝑦, 𝑧 = 𝑃 𝑥, 𝑦, 𝑧 𝐢 + 𝑄 𝑥, 𝑦, 𝑧 𝐣 + 𝑅 𝑥, 𝑦, 𝑧 𝐤

ถา้  𝐅 = 𝛻𝜙 ดังนั้น 𝑃, 𝑄, 𝑅 = 𝜙𝑥 , 𝜙𝑦, 𝜙𝑧

ถา้ 𝐅 เป็นสนามเว็คเตอร์อนุรกัษ์ และ 𝑃, 𝑄, 𝑅 และอนุพันธ์ย่อยล าดับที่1 ของ 𝑃, 𝑄, 𝑅 ต้องต่อเนื่องใน
บริเวณ 3𝐷 ดังนั้น  วิธีการจ า

𝜕𝑃

𝜕𝑦
= 𝜙𝑥𝑦 = 𝜙𝑦𝑥 =

𝜕𝑄

𝜕𝑥
,  

𝜕𝑃

𝜕𝑧
= 𝜙𝑥𝑧 = 𝜙𝑧𝑥 =

𝜕𝑅

𝜕𝑥
, 

𝜕𝑄

𝜕𝑧
= 𝜙𝑦𝑧 = 𝜙𝑧𝑦 =

𝜕𝑅

𝜕𝑦

𝜕𝑃

𝜕𝑦
=

𝜕𝑄

𝜕𝑥
,  

𝜕𝑃

𝜕𝑧
=

𝜕𝑅

𝜕𝑥
,  

𝜕𝑄

𝜕𝑧
=

𝜕𝑅

𝜕𝑦

Conservative Vector Fields in 3D
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ตัวอย่าง

a) จงแสดงให้เห็นว่า ׬C
y + yz dx + x + 3z3 + xz dy + 9yz2 + xy − 1 dz เป็นค่าที่ไม่

ขึ้นกับเสน้ทาง (Independence of the path) C ระหว่างจุด 1,1,1  และจุด 2,1,4  หรือไม่

b) จงหาค่า  (𝟏,𝟏,𝟏)׬

(𝟐,𝟏,𝟒)
𝐅 ∙ 𝐝𝐫

(a)  จากโจทย์  𝐅(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑦 + 𝑦𝑧)𝐢 + (𝑥 + 3𝑧3 + 𝑥𝑧)𝐣 + 9𝑦𝑧2 + 𝑥𝑦 − 1 𝐤
      ดังนั้น  𝑃 = 𝑦 + 𝑦𝑧, 𝑄 = 𝑥 + 3𝑧3 + 𝑥𝑧 และ  𝑅 = 9𝑦𝑧2 + 𝑥𝑦 − 1
      ใช้เง่ือนไขว่า 𝐅 เป็นสนามเว็คเตอรอ์นุรักษ์หรือไม่

     
𝜕𝑃

𝜕𝑦
= 1 + 𝑧 =

𝜕𝑄

𝜕𝑥
,  

𝜕𝑃

𝜕𝑧
= 𝑦 =

𝜕𝑅

𝜕𝑥
, 

𝜕𝑄

𝜕𝑧
= 9𝑧2 + 𝑥 =

𝜕𝑅

𝜕𝑦

Independence of Path (ความเป็นอิสระของเส้นทาง)



ความเป็นอิสระของเส้นทาง (Independence of Path)𝜕𝑃

𝜕𝑦
= 𝜙𝑥𝑦 = 𝜙𝑦𝑥 =

𝜕𝑄

𝜕𝑥
,  

𝜕𝑃

𝜕𝑧
= 𝜙𝑥𝑧 = 𝜙𝑧𝑥 =

𝜕𝑅

𝜕𝑥
, 

𝜕𝑄

𝜕𝑧
= 𝜙𝑦𝑧 = 𝜙𝑧𝑦 =

𝜕𝑅

𝜕𝑦

จาก 𝑃 = 𝑦 + 𝑦𝑧, 𝑄 = 𝑥 + 𝑥𝑧 + 3𝑧3และ 𝑅 = 9𝑦𝑧2 + 𝑥𝑦 − 1

𝑃 = 𝜙𝑥 = 𝑦 + 𝑦𝑧 ׬ 𝜙𝑥𝑑𝑥 ⟹ 𝜙 = 𝑥𝑦 + 𝑥𝑦𝑧 + 𝑔 𝑦, 𝑧

𝜕𝜙

𝜕𝑦
⟹ 𝜙𝑦 = 𝑥 + 𝑥𝑧 + 𝑔′ 𝑦, 𝑧

              𝜙𝑦 = 𝑄( รู ้ 𝑔′ 𝑦, 𝑧 = 3𝑧3)

න 𝑔′ 𝑦, 𝑧 𝑑𝑦 = 𝑔 𝑦, 𝑧 = 3𝑦𝑧3 + ℎ 𝑧

⇓ อัพเดทค่า 𝑔(𝑦, 𝑧) ใน 𝜙 = 𝑥𝑦 + 𝑥𝑦𝑧 + 𝑔 𝑦, 𝑧
จะได ้ϕ ใหม ่= 𝑥𝑦 + 𝑥𝑦𝑧 + 3𝑦𝑧3 + ℎ 𝑧

 
𝜕𝜙ใหม่

𝜕𝑧
⇓

                  𝜙𝑧 = 𝑅 = 𝑥𝑦 + 9𝑦𝑧2 + ℎ′ 𝑧

 ⇓ 𝜙𝑧 = 𝑅 = ( รู ้ ℎ′ 𝑧 = −1)

න ℎ′ 𝑧 𝑑𝑧 = ℎ 𝑧 = −𝑧 + 𝐶

 ⇓ อพัเดทคา่ ℎ 𝑧  ใน 𝜙 จะไดค้า่ 𝜙 สดุทา้ย
𝝓 = 𝒙𝒚 + 𝒙𝒚𝒛 + 𝟑𝒚𝒛𝟑 − 𝒛 + 𝑪

หาค่าโพเทนเชียลฟังก์ชัน 𝜙 ?

import sympy as sp

# Define symbols

x, y, z = sp.symbols('x y z')

# Define function F

F = [y*(1 + z), x*(1 + z) + 3*z**3, x*y + 9*y*z**2 - 1]

# Compute curl components

dRdy_dQdz = sp.diff(F[2], y) - sp.diff(F[1], z)

dPdz_dRdx = sp.diff(F[0], z) - sp.diff(F[2], x)

dQdx_dPdy = sp.diff(F[1], x) - sp.diff(F[0], y)

# Compute potential function phi

phi = sp.integrate(F[0], x)

dgdy = F[1] - sp.diff(phi, y)

phi1 = sp.integrate(F[0], x) + sp.integrate(dgdy, y)

dhdz = F[2] - sp.diff(phi1, z)

phi = phi1 + sp.integrate(dhdz, z)

# Define start and end points

start_point = {x: 1, y: 1, z: 1}

end_point = {x: 2, y: 1, z: 4}

phi_difference = phi.subs(end_point) - 

phi.subs(start_point)

# Print results

print("dRdy - dQdz:", dRdy_dQdz)

print("dPdz - dRdx:", dPdz_dRdx)

print("dQdx - dPdy:", dQdx_dPdy)

print("Potential function phi:", phi)

print("Integrate_Fdr:", phi_difference)



(b) เพ่ือหาค่า (1,1,1)׬

(2,1,4)
𝐅 ∙ 𝑑𝐫  เราจ าเป็นต้องหาโพเทนเชยีลฟังก์ชัน 𝜙(𝑥, 𝑦, 𝑧) ส าหรบั 𝐅 โดยใช้ 

partial integration (𝐅 = Pi + Qj + Rk = 𝛻𝜙 = 
𝜕𝜙

𝜕𝑥
i+ 

𝜕𝜙

𝜕𝑦
j+ 

𝜕𝜙

𝜕𝑧
k)

𝜕𝜙

𝜕𝑥
= 𝑃,  

𝜕𝜙

𝜕𝑦
= 𝑄,  

𝜕𝜙

𝜕𝑧
= 𝑅 

จาก 𝑃 = 𝑦 + 𝑦𝑧, 𝑄 = 𝑥 + 3𝑧3 + 𝑥𝑧 และ 𝑅 = 9𝑦𝑧2 + 𝑥𝑦 − 1

ขั้นตอนที1่ อนิทิเกรท 
𝜕𝜙

𝜕𝑥
= 𝑃 เทียบกับตัวแปร 𝑥 จะได้ 𝜙 = 𝑥𝑦 + 𝑥𝑦𝑧 + 𝑔(𝑦, 𝑧)

ขั้นตอนที2่ น า 𝜙 = 𝑥𝑦 + 𝑥𝑦𝑧 + 𝑔(𝑦, 𝑧) ที่ได้จากขั้นตอน1 มาหา 
𝜕𝜙

𝜕𝑦
= 𝑄 จะได้ 

𝑥 + 𝑥𝑧 +
𝜕𝑔

𝜕𝑦
= 𝑥 + 3𝑧3 + 𝑥𝑧  ดังนั้น

𝜕𝑔

𝜕𝑦
= 3𝑧3 หรือ 𝑔 𝑦, 𝑧 = 3𝑦𝑧3 + ℎ 𝑧

ขั้นตอนที3่ น า 𝜙 = 𝑥𝑦 + 𝑥𝑦𝑧 + 3𝑦𝑧3 + ℎ 𝑧  ที่ได้จากขั้นตอน 1 และ 2 มาหา 
𝜕𝜙

𝜕𝑧
= 𝑅 จะได้ 

𝑥𝑦 + 9𝑦𝑧2 +
𝜕ℎ

𝜕𝑧
= 9𝑦𝑧2 + 𝑥𝑦 − 1 ดังนั้น

𝜕ℎ

𝜕𝑧
= −1หรือ ℎ 𝑧 = −𝑧 + 𝐶

𝜙 = 𝑥𝑦 + 𝑥𝑦𝑧 + 3𝑦𝑧3 − 𝑧 + 𝐶 

න

(1,1,1)

(2,1,4)

𝐅 ∙ 𝑑𝐫 = 𝑥𝑦 + 𝑥𝑦𝑧 + 3𝑦𝑧3 − 𝑧 + 𝐶 ቮ

 (2,1,4)

(1,1,1)
= 198 − 4 = 194

Independence of Path (ความเป็นอิสระของเส้นทาง)



จงหางานที่ท าบนเสน้ทางดังรูปดา้นลา่งดว้ยแรง 𝐅 𝑥, 𝑦 ต่อไปนี้
𝐅 𝑥, 𝑦 = 2𝑥 + 𝑒−𝑦 𝐢 + 4𝑦 − 𝑥𝑒−𝑦 𝐣

จาก 𝑃 = 2𝑥 + 𝑒−𝑦และ 𝑄 = 4𝑦 − 𝑥𝑒−𝑦ท าให้ได้ว่า
𝜕𝑃

𝜕𝑦
= −𝑒−𝑦=

𝜕𝑄

𝜕𝑥
ดังนัน้ สนามเว็คเตอร์ 𝐅 เป็นสนามเว็คเตอร์อนุรักษ์ ท าให้

มีคุณสมบัติ 𝐼𝑛𝑑𝑒𝑝𝑒𝑛𝑑𝑒𝑛𝑐𝑒 𝑜𝑓 𝑃𝑎𝑡ℎ ดังนัน้ แทนท่ีจะใช้เส้นทางดังรูปคอื 𝑦 = 𝑥4 ซึ่งยาก เราเลอืกใช้เสน้ทางที่ง่ายกว่าคอื 𝑦 = 𝑥

න
𝐶

𝐹 ∙ 𝑑𝑟 = න
𝐶 (𝑦=𝑥)

2𝑥 + 𝑒−𝑦 𝑑𝑥 + 4𝑦 − 𝑥𝑒−𝑦 𝑑𝑦 = න
0

1

2𝑥 + 𝑒−𝑥 𝑑𝑥 + 4𝑥 − 𝑥𝑒−𝑥 𝑑𝑥 =

= න
0

1

6𝑥 + 𝑒−𝑥 −𝑥𝑒−𝑥 𝑑𝑥 = 3𝑥2 − 𝑒−𝑥 + 𝑥𝑒−𝑥 + 𝑒−𝑥 ቮ
 𝑥 = 1

𝑥 = 0
= 3 + 𝑒−1

𝑁𝑜𝑡𝑒: න −𝑥𝑒−𝑥𝑑𝑥 = 𝑥𝑒−𝑥 − න 𝑒−𝑥𝑑𝑥 = 𝑥𝑒−𝑥 + 𝑒−𝑥

𝒚 = 𝒙
import sympy as sp

# Define symbols

x, y = sp.symbols('x y')

# Define function F

F = [2*x + sp.exp(-y), 4*y - x*sp.exp(-y)]

# Compute curl components

dQdx_dPdy = sp.diff(F[1], x) - sp.diff(F[0], y)

# Compute potential function phi

phi1 = sp.integrate(F[0], x)

dgdy = F[1] - sp.diff(phi1, y)

phi=sp.integrate(F[0],x) + sp.integrate(dgdy,y)

# Define start and end points

start_point = {x: 0, y: 0}

end_point = {x: 1, y: 1}

phi_difference = phi.subs(end_point) - phi.subs(start_point)

# Print results

print("dQdx - dPdy:", dQdx_dPdy)

print("Potential function phi:", phi)

print("Integrate_Fdr:", phi_difference)

Independence of Path (ความเป็นอิสระของเส้นทาง)



จงหางานที่ท าบนเสน้ทางดังรูปดา้นลา่งดว้ยแรง 𝐅 𝑥, 𝑦 ต่อไปนี้
𝐅 𝑥, 𝑦 = 2𝑥 + 𝑒−𝑦 𝐢 + 4𝑦 − 𝑥𝑒−𝑦 𝐣

จาก 𝑃 = 2𝑥 + 𝑒−𝑦และ 𝑄 = 4𝑦 − 𝑥𝑒−𝑦ท าให้ได้ว่า
𝜕𝑃

𝜕𝑦
= −𝑒−𝑦=

𝜕𝑄

𝜕𝑥
ดังนัน้ สนามเว็คเตอร์ 𝐅 เป็นสนามเว็คเตอร์อนุรักษ์

ท าให้มีคุณสมบัติ 𝐼𝑛𝑑𝑒𝑝𝑒𝑛𝑑𝑒𝑛𝑐𝑒 𝑜𝑓 𝑃𝑎𝑡ℎ ดังนัน้ แทนท่ีจะใช้เส้นทางดังรูปคอื 
𝑥2

4
+

𝑦2

9
= 1 ซึ่งยากเราเลือกใช้เสน้ทางที่

ง่ายกว่าคอื 𝑦 = 0

න
𝐶

𝐹 ∙ 𝑑𝑟 = න
𝐶 (𝑦=0)

2𝑥 + 𝑒−𝑦 𝑑𝑥 + 4𝑦 − 𝑥𝑒−𝑦 𝑑𝑦

= න
2

−2

2𝑥 + 1 𝑑𝑥 = 𝑥2 + 𝑥 ቮ
 𝑥 = −2

𝑥 = 2
= −4

𝒚 = 𝟎

import sympy as sp

# Define symbols

x, y = sp.symbols('x y')

# Define function F

F = [2*x + sp.exp(-y), 4*y - x*sp.exp(-y)]

# Compute curl components

dQdx_dPdy = sp.diff(F[1], x) - sp.diff(F[0], y)

# Compute potential function phi

phi1 = sp.integrate(F[0], x)

dgdy = F[1] - sp.diff(phi1, y)

Phi=sp.integrate(F[0],x) + sp.integrate(dgdy,y)

# Define start and end points

start_point = {x: 2, y: 0}

end_point = {x: -2, y: 0}

phi_difference = phi.subs(end_point) - 

phi.subs(start_point)

# Print results

print("dQdx - dPdy:", dQdx_dPdy)

print("Potential function phi:", phi)

print("Integrate_Fdr:", phi_difference)

Independence of Path (ความเป็นอิสระของเส้นทาง)



HW



import sympy as sp

# Define symbols

x, y = sp.symbols('x y’)

# Define function F

F = [4*x**3*y**3 + 3, 3*x**4*y**2 + 1]

# Compute curl components

dQdx_dPdy = sp.diff(F[1], x) - sp.diff(F[0], y)

# Compute potential function phi

phi1 = sp.integrate(F[0], x)

dgdy = F[1] - sp.diff(phi1, y)

phi = sp.integrate(F[0], x) + sp.integrate(dgdy, y)

# Print results

print("dQdx - dPdy:", dQdx_dPdy)

print("Potential function phi:", phi)



import sympy as sp

# Define symbols

x, y = sp.symbols('x y’)

# Define function F

F = [2*x*y**3, 3*(x**2 + 1)*y**2]

# Compute curl components

dQdx_dPdy = sp.diff(F[1], x) - sp.diff(F[0], y)

# Compute potential function phi

phi1 = sp.integrate(F[0], x)

dgdy = F[1] - sp.diff(phi1, y)

phi = sp.integrate(F[0], x) + sp.integrate(dgdy, y)

# Print results

print("dQdx - dPdy:", dQdx_dPdy)

print("Potential function phi:", phi)



import sympy as sp

# Define symbols

x, y = sp.symbols('x y')

# Define function F

F = [y**2 * sp.cos(x*y**2), 2 * x * y * sp.sin(x*y**2)]

# Compute curl components

dQdx_dPdy = sp.diff(F[1], x) - sp.diff(F[0], y)

# Compute potential function phi

phi1 = sp.integrate(F[0], x)

dgdy = F[1] - sp.diff(phi1, y)

phi = sp.integrate(F[0], x) + sp.integrate(dgdy, y)

# Print results

print("dQdx - dPdy:", dQdx_dPdy)

print("Potential function phi:", phi)



import sympy as sp

# Define symbols

x, y = sp.symbols('x y')

# Define function F

F = [x/(x**2 + y**2 + 1)**2, y/(x**2 + y**2 + 1)**2]

# Compute curl components

dQdx_dPdy = sp.diff(F[1], x) - sp.diff(F[0], y)

# Compute potential function phi

phi1 = sp.integrate(F[0], x)

dgdy = F[1] - sp.diff(phi1, y)

phi = sp.integrate(F[0], x) + sp.integrate(dgdy, y)

# Print results

print("dQdx - dPdy:", dQdx_dPdy)

print("Potential function phi:", phi)



import sympy as sp

# Define symbols

x, y = sp.symbols('x y')

# Define function F

F = [x**3 + y, x + y**3]

# Compute curl components

dQdx_dPdy = sp.diff(F[1], x) - sp.diff(F[0], y)

# Compute potential function phi

phi1 = sp.integrate(F[0], x)

dgdy = F[1] - sp.diff(phi1, y)

phi = sp.integrate(F[0], x) + sp.integrate(dgdy, y)

# Print results

print("dQdx - dPdy:", dQdx_dPdy)

print("Potential function phi:", phi)



import sympy as sp

# Define symbols

x, y = sp.symbols('x y')

# Define function F

F = [2*sp.exp(2*y), x*sp.exp(2*y)]

# Compute curl components

dQdx_dPdy = sp.diff(F[1], x) - sp.diff(F[0], y)

# Compute potential function phi

phi1 = sp.integrate(F[0], x)

dgdy = F[1] - sp.diff(phi1, y)

phi = sp.integrate(F[0], x) + sp.integrate(dgdy, y)

# Print results

print("dQdx - dPdy:", dQdx_dPdy)

print("Potential function phi:", phi)
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