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Outline
9.0  Partial Derivatives (อนุพันธย์่อย)

9.1  Curl and Divergence (เคิร์ล และไดเวอรเ์จนซ์) p.20

9.2  Double Integrals (ปริพันธ์สองชัน้ หรืออินทิกรัลสองชัน้) p.23

9.3  Double Integrals in Polar Coordinates (ปริพันธส์องชั้นในพิกัดเชิงขั้ว) p.30

9.4  Line Integrals (ปริพันธต์ามเส้น หรืออินทกิรัลตามเส้น) p.43

9.5  Independence of the Path (ความเป็นอสิระของเส้นทาง) p.58

9.6  Green’s Theorem (ทฤษฎีบทของกรีน (2 มิต)ิ) p.76

9.7  Surface Integrals (ปริพันธต์ามผิว หรืออินทกิรัลตามผิว) p.94

9.8  Stokes’ Theorem (ทฤษฎขีองสโตกส์ (3 มิต)ิ) p.103

9.9  Triple Integrals (ปริพันธส์ามชั้น หรืออินทกิรัลสามชั้น) p.121

9.10  Divergence Theorem (ทฤษฎีไดเวอร์เจนซ)์ p.140

9.11  Change of Variables in Multiple Integrals (การแปลงตัวแปร) p.144



Double Integrals in Polar Coordinates
(อินทิกรัลสองชั้นในพิกัดเชิงขั้ว)

Double integral may be easier to evaluate (Transform rectangular xy-co. into polar rθ-co.)

Polar rectangle
Small polar rectangle area is 

dA = rdrdθ



Change of Variables: Rectangular to Polar Coordinates
(การเปลี่ยนตัวแปรจากพิกัดฉากไปเป็นพิกัดเชิงขั้ว)

• In polar coordinates as 

0 ≤ 𝑎 ≤ 𝑟 ≤ 𝑏

𝛼 ≤ 𝜃 ≤ 𝛽

𝑥 = 𝑟 cos 𝜃 , 𝑦 = 𝑟 sin 𝜃

𝑥2 + 𝑦2 = 𝑟2 Solid region whose base is the polar rectangle R



Double Integrals in Polar Coordinates
(อินทิกรัลสองชั้นในพิกัดเชิงขั้ว)

EXAMPLE จงหาค่าอินทิกรัล และวาดบริเวณพื้นที่ของอินทิกรัลต่อไปนี ้
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ตัวอย่าง จงหาปริมาตร V ของรูปที่กำหนดให้โดยมีขอบเขตเป็นระนาบ xy และพาราโบลอยด ์z = 25 − x2 − y2
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import scipy.integrate as spi, numpy as np

spi.dblquad(lambda x, y: 25 - x**2 - y**2, -5, 5, 

            lambda y: -np.sqrt(25 - y**2), 

            lambda y: np.sqrt(25 - y**2))



ตัวอย่าง จงหาค่า ׭x2+y2≤1, x≥0, y≥0
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= න
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import scipy.integrate as spi

Import numpy as np

spi.dblquad(lambda x,y:1-x**2-y**2,0,1,lambda y:0,lambda y:np.sqrt(1-y**2))



ตัวอย่าง จงหาปริมาตร V ของ solid region ท่ีอยู่ภายในทรงกลม x2+y2+z2 = 4 และ ทรงกระบอก 
(x −1)2+y2 = 1 
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import scipy.integrate as spi

import numpy as np

result, error = spi.dblquad(

    lambda x, y: np.sqrt(4 - x**2 - y**2), # Integrand function

    -1, 1,     # Limits for x

    lambda y: 1 - np.sqrt(1 - y**2),  # Lower limit for y

    lambda y: 1 + np.sqrt(1 - y**2)   # Upper limit for y)

final_result = 2 * result

print("Final result:", final_result)



𝑥 − 1 2 + 𝑦2 = 𝑟2 = 1

We use the polar coordinate transformations:
x=r cos θ , y=r sin θ

Substituting into the given equation:

r cos θ −1 2 + r2sin2θ=1

r2cos2θ−2r cos θ +1+r2sin2θ=1

r2−2r 𝑐𝑜𝑠 θ =0

r r−2 cos θ =0

r=2 cos θ

Why r = 2cos θ  ?



ตัวอย่าง จงหาปริมาตร V ของ solid region ดงัรูปซึง่อยู่ใต ้paraboloid z = x2+y2 

เหนือระนาบ xy และอยู่ภายในทรงกระบอก x2+y2 = 2x 
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ตัวอย่าง จงหาค่าอินทิกรัลเหล่านี้โดยแปลงตัวแปรเป็นพิกัดเชิงขั้ว (polar coordinates)

import numpy as np

import scipy.integrate as spi

spi.dblquad(lambda x,y: np.exp(x**2+y**2),0,1,0,lambda y: np.sqrt(1-y**2))

import numpy as np

import scipy.integrate as spi

spi.dblquad(lambda x,y: np.sin(x**2+y**2),-np.sqrt(np.pi),np.sqrt(np.pi),0,lambda x: np.sqrt(np.pi-x**2))

import numpy as np

import scipy.integrate as spi

spi.dblquad(lambda x,y: np.sqrt(x**2+y**2),-3,3,0,lambda x: np.sqrt(9-x**2))



ตัวอย่าง จงหาค่าอินทิกรัลเหล่านี้โดยแปลงตัวแปรเป็นพิกัดเชิงขั้ว (polar coordinates)

from sympy import symbols, sqrt, integrate

x, y = symbols('x y')

fun = y**2 / (sqrt(x**2 + y**2))

xmax = sqrt(1 - y**2) ; xmin = y

integrate(integrate(fun,(x,xmin,xmax)),(y,0,sqrt(2)/2)).evalf()

import numpy as np

from scipy.integrate import dblquad

def fun(y, x):# Define the function to integrate

    return 4*x + 3*y

def ymax(x):# Define the upper limit for y

    return np.sqrt(25 - x**2)

dblquad(fun, -5, 5, lambda x: 0, ymax)# Compute the double integral



จงหาค่าอินทิกรัลเหล่านี้โดยแปลงตัวแปรเป็นพิกัดเชิงขั้ว (polar coordinates)

from sympy import symbols, sqrt, integrate

x, y = symbols('x y')

fun = 3*x + 4*y**2

ymax = sqrt(4 - x**2) ; ymin = sqrt(1 - x**2)

s1= integrate(integrate(fun,(y,0,ymax)),(x,-2,2))

s2= integrate(integrate(fun,(y,0,ymin)),(x,-1,1))

sol = s1 - s2

print("Integral result:", sol)

import numpy as np

from scipy.integrate import dblquad

# Define the function

def f(r, theta):

    return r * (3 * np.cos(theta) + 4 * (r * np.sin(theta)) ** 2)

# Compute the double integral

sol= dblquad(f, 0, np.pi, 1, 2)

# Print result

print("Integral result:", sol)



ตัวอย่าง จงหาค่าอินทิกรัล ׭𝑅
𝑥 + 𝑦 𝑑𝐴 ทั่วขอบเขต𝑅 ดงัรูป

න − 𝑠𝑖𝑛4𝜃𝑑𝜃 = න 𝑠𝑖𝑛3𝜃 𝑑𝑐𝑜𝑠𝜃 = 𝑠𝑖𝑛3𝜃 cos 𝜃 − න cos 𝜃 𝑑𝑠𝑖𝑛3𝜃 = 𝑠𝑖𝑛3𝜃 cos 𝜃 − 3 න 𝑠𝑖𝑛2𝜃𝑐𝑜𝑠2𝜃𝑑𝜃 = 𝑠𝑖𝑛3𝜃 cos 𝜃 − 3 න 𝑠𝑖𝑛2𝜃(1 − 𝑠𝑖𝑛2𝜃)𝑑𝜃
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4
−

3

8
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16
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import numpy as np

from scipy.integrate import dblquad

def fun(x, y): return x + y

def xmax(y): return np.sqrt(4 - y**2)

def xmin(y): return np.sqrt(1 - (y - 1)**2)

sol, _ = dblquad(fun, 0, 2, xmin, xmax)

print("Integral result:", sol)
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ตัวอย่าง จงหาค่า The improper integral 0׬

∞
e−x2

dx ซึ่งมีความสำคัญมากในทฤษฎีความน่าจะเป็น, สถิติ 
และอ่ืนๆทางด้านคณิตศาสตร์ประยุกต์ ถ้า 𝐼 แทนอินทิกรัลดังกล่าว ดังนั้น I = 0׬

∞
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dx และ
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∞
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∞
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∞
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∞
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∞
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(หาค่า I2 โดยใชพ้กิดัเชิงขัว้)
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𝜋
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0

𝜋
2

1

2
dθ =

𝜋

4

I =
𝜋

2

y

x
0 < 𝑥 < ∞
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𝑦
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∞
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import numpy as np

from scipy.integrate import dblquad

def fun(x, y): return np.exp(-x**2 - y**2)

sol, _ = dblquad(fun, 0, np.inf, lambda y: 0, lambda y: np.inf)

np.sqrt(sol)



ตัวอย่าง จงหาปริมาตรภายในทรงกระบอก x2 + y2 = 4 และรูปทรงร ี(ellipsoid) 2x2 + 2y2 + z2 = 18 

𝑉 = ඵ

𝑅

𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 = න

0

2π

න

0

2

18 − 2r2 𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃

= −
1

4
න

0
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቉
2

3
18− 2r2

3
2

2

0
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= −
π

3
1000 − 5832 ≈ 46.86

import numpy as np

from scipy.integrate import dblquad

def fun(x, y): return np.sqrt(18 - 2*x**2 - 2*y**2)

def xmin(y): return -np.sqrt(4 - y**2)

def xmax(y): return np.sqrt(4 - y**2)

sol, _ = dblquad(fun, -2, 2, xmin, xmax)

print("Integral result:", sol)



ตัวอย่าง จงหาพ้ืนที่ที่ถูกปิดล้อมด้วยสมการ limaçon 𝑟 = 3 + 2 cos 𝜃 , 0 ≤ 𝜃 ≤ 2𝜋

𝐴 = ඵ 𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃

= 2 න

0

𝜋

න

0

3+2𝑐𝑜𝑠 𝜃

𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃 = 2 න

0

𝜋

቉
𝑟2

2
0

3+2𝑐𝑜𝑠 𝜃

𝑑𝜃

= න

0

𝜋

9 + 12 cos 𝜃 + 4𝑐𝑜𝑠2𝜃 𝑑𝜃

= න

0

𝜋

9 + 12 cos 𝜃 + 4
cos 2𝜃 + 1

2
𝑑𝜃

= ሿ9𝜃 + 12 sin 𝜃 + sin 2𝜃 + 2𝜃 0
𝜋 = 11𝜋

import numpy as np

from scipy.integrate import dblquad

def f(r, theta): return r

def rmax(theta): return 3 + 2 * np.cos(theta)

sol, _ = dblquad(f, 0, 2 * np.pi, lambda theta: 0, rmax)

print("Integral result:", sol)



ตัวอย่าง จงหาค่าอินทิกรัล 0׬

1
0׬

2𝑦−𝑦2

(1 − 𝑥2 − 𝑦2) 𝑑𝑥𝑑𝑦

import numpy as np

from scipy.integrate import dblquad

def fun(r, theta): return r * (1 - r**2)

s1, _ = dblquad(fun, 0, np.pi/4, lambda theta: 0, lambda theta: 2 * np.sin(theta))

s2, _ = dblquad(fun, np.pi/4, np.pi/2, lambda theta: 0, lambda theta: 1 / np.sin(theta))

sol = s1 + s2

print("Integral result:", sol)



𝑥2 + 𝑦 − 1 2 = 𝑟2 = 1

We use the polar coordinate transformations:
x=r cos θ , y=r sin θ

Substituting into the given equation:

r2cos2θ+ r sin θ −1 2=1

r2cos2θ+r2sin2θ−2r sin θ +1=1

r2−2r sin θ =0

r r−2 sin θ =0

r=2 sin θ

𝜃

= 1r

1

r
= sin θ

1
sin θ

= r = csc θ 



ตัวอย่าง จงหาปริมาตรของของแข็งที่ถูกปิดล้อมด้วยสมการ z = 4 − x2 −
y2

4
 , z = 0

import sympy as sp

x, y = sp.symbols('x y')

fun = 4 - x**2 - y**2/4

ymax = sp.sqrt(16 - 4*x**2)

result = 4 * sp.integrate(sp.integrate(fun, (y, 0, ymax)), (x, 0, 2))

result



ตัวอย่าง จงหาปริมาตรของของแข็งที่ถูกปิดล้อมด้วยสมการ z = 4 − x2 −
y2

4
 , z = 0

ขั้นตอน 1: หาขอบเขตของ region R

เม่ือ z = 4 − x2 −
y2

4
 , z = 0

น่ีคือสมการของวงร ี(ellipse) ในระนาบ xy

ขั้นตอน 2: ตั้งปริพันธ์หาปริมาตร โดยท่ี R คือบรเิวณภายในวงร ี x2 +
y2

4
= 4

V = ඵ
R

(4 − x2 −
y2

4
)dydx

න

0

2𝜋

න

0

2

(4 − r2)2rdrd𝜃 = 2𝜋 ቤ4r2 −
r4

2

2

0
= 16𝜋

ขั้นตอนที่ 3: แปลงเป็นพิกัดเชิงขั้ว (scaled polar coordinates)
ใช:้ 

ขอบเขตวงร ีx2 +
y2

4
= 4 หรอื r2cos2θ+

4r2sin2θ
4

= 4 กลายเป็น: r² = 4 หรอื r = 2 ฟังกช์นัภายใตป้รพินัธจ์ะกลายเป็น :
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