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Derivatives' review : (อนุพันธ)์

• ถ้า y=f(x), อนุพันธ์ของ y เทียบกับ x คือ
∂y
∂x

= lim
∆x→0

f(x+∆x) − f(x))
∆x

• ถ้า y=x2+2x+1 จะได้ว่า 
∂y
∂x

=2x+2



Partial Derivatives (อนุพันธ์ย่อย)

• ถ้า 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦), อนุพันธ์ย่อยของ 𝑧 เทียบกับ 𝑥 คือ

 และ อนุพันธ์ย่อยของ 𝑧 เทียบกับ 𝑦 คือ

𝜕𝑧

𝜕𝑥
= lim

∆𝑥→0

𝑓(𝑥 + ∆𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑥, 𝑦))

∆𝑥

𝜕𝑧

𝜕𝑦
= lim

∆𝑦→0

𝑓(𝑥, 𝑦 + ∆𝑦) − 𝑓(𝑥, 𝑦))

∆𝑦



Partial Derivatives (อนุพันธ์ย่อย)

ตัวอย่าง จงหาอนุพันธ์ย่อยของฟังก์ชันต่อไปนี้ (
𝜕𝑧

𝜕𝑥
 หรือ 𝑧𝑥 ,

𝜕𝑧

𝜕𝑦
 หรือ 𝑧𝑦) 

1. z = x2 − xy2 + 4y5 คือ  zx = 2x − y2 , zy = −2xy + 20y4

2. z = −x3 + 6x2y3 + 5y2 คือ  zx = −3x2 + 12xy3 , zy = 18x2y2 + 10y

3. z = cos2 5x + sin2(5y) คือ  zx = −10 sin 5x cos(5x) , zy = 10 sin 5y cos(5y)

4. z = xex3y คือ  zx = (1 + 3x3y)ex3y, zy = x4ex3y

5. z =
3x−y

x+2y
 คือ  zx =

7y

(x+2y)2 , zy =
−7x

(x+2y)2

6. w = xy ln xz จงหา wx, wy, wz?  wx = y(1 + ln xz), wy = x ln xz , wz =
xy

z

7. G = (p2q3)r4s5
จงหา Gp, Gq, Gr, Gs?

𝐺𝑝 = 2𝑝𝑞3𝑟4𝑠5(𝑝2𝑞3)𝑟4𝑠5−1, 𝐺𝑞 = 2𝑝2𝑞2𝑟4𝑠5(𝑝2𝑞3)𝑟4𝑠5−1

𝐺𝑟 = 4𝑟3𝑠5(𝑝2𝑞3)𝑟4𝑠5
ln(𝑝2𝑞3) , 𝐺𝑠 = 5𝑟4𝑠4(𝑝2𝑞3)𝑟4𝑠5

ln(𝑝2𝑞3)



Directional Derivative



Directional Derivative

• Gradient of a function (“grad f”) is

• จากรูปด้านขวามือ

• ดังนั้น ความชันของเส้น secant 

∇𝑓 𝑥, 𝑦 =
𝜕𝑓

𝜕𝑥
𝐢 +

𝜕𝑓

𝜕𝑦
𝐣

ℎ = ∆𝑥 2 + ∆𝑦 2 > 0, 𝐯 = ℎ𝐮
∆𝑥 = ℎ 𝑐𝑜𝑠 𝜃 , ∆𝑦 = ℎ 𝑠𝑖𝑛 𝜃 

𝑓 𝑥+ℎ 𝑐𝑜𝑠 𝜃

∆𝑥

,𝑦+ℎ 𝑠𝑖𝑛 𝜃

∆𝑦

−𝑓 𝑥,𝑦

ℎ
             (3)

C is the curve of intersection of the surface 

and the plane determined by vector v

How to find the rate of change of 
a differentiable function in any direction.

The slope of the tangent at P 
to be the limit of (3) as h→ 0.



Directional Derivative



Directional Derivative



Directional Derivative



Tangent Plane and Normal Lines
Geometric Interpretation of the Gradient—Functions of Two Variables

สมมุติให้ f(x, y) = c เป็นเส้นโค้งระดับ (Level curve) ของฟังก์ชัน z ที่สามารถหาอนุพันธ์ได้ 
(Differentiable function) โดย z=f (x, y) ซึ่งผ่านจุด P(x0, y0); จะได้ว่า f(x0, y0)=c 

ถ้าเส้นโค้งระดับถูกก าหนดพารามิเตอร์ (parameterized) ด้วยฟังก์ชันที่สามารถหาอนุพันธ์ได้ดังนี ้
x=g(t), y=h(t)  → x0=g(t0), y0=h(t0)

ดังนั้น อนุพันธ์ของ f(g(t), h(t)) = c เทียบกับ t คือ 
∂f
∂x

∂x
∂t

+
∂f
∂y

∂y
∂t

= 0       (1)

เมื่อเราทราบว่า

∇f(x, y)=
∂f
∂x

i +
∂f
∂y

j และ r′(t)=
dx
dt

i +
dy
dt

j 

ดังนั้น (1) กลายเป็น ∇f ∙ r′= 0 ที่จุด t=t0 จะได้ว่า

∇f(x0, y0)∙r
′(t0)= 0

ดังนั้นถ้า r′(t0) ≠ 0,เว็คเตอร์ ∇f(x0, y0) ต้องตั้งฉากกับ r′(t0) ที่จุด P(x0, y0) ดังรูป. 



Example: Tangent Plane and Normal Lines

• จงหาเส้นโค้งระดับของฟังก์ชัน f(x, y)= − x2+y2 ผ่านจุด (2, 3) 
และหาเว็คเตอร์ท่ีตัง้ฉากกับเส้นโค้งระดับที่จุดดังกล่าว.

เน่ืองจาก f(2, 3)=−x2+y2=5, 

เสน้โคง้ระดบัคือไฮเพอโบลา −x2+y2=5. 
ดงันัน้

∇f(x, y)=−2xi+2yj และ ∇f(2, 3)=−4i+6j

(-4,6)



Tangent Plane and Normal Lines

• The normal line to a surface                     at P ( ), ,F x y z c=

𝑥 − 𝑥0

𝐹𝑥 𝑥0, 𝑦0, 𝑧0
=

𝑦 − 𝑦0

𝐹𝑦 𝑥0, 𝑦0, 𝑧0
=

𝑧 − 𝑧0

𝐹𝑧 𝑥0, 𝑦0, 𝑧0

∇𝐹 ∙ 𝒕 = ∇𝐹 ∙ 𝑥 − 𝑥0 𝐢 + 𝑦 − 𝑦0 𝐣 + 𝑧 − 𝑧0 𝐤 = 0

Geometric Interpretation of the Gradient—Functions of Two Variables



Example: Equation of Tangent Plane

• จงหาสมการของระนาบสัมผัสกับกราฟ x2−4y2+z2=16 ที่จุด (2,1,4)
F x,y,z  = x2−4y2+z2 พื้นผิวระดับ F x,y,z  = F 2,1,4  =16 ผ่านจุด (2, 1, 4) 

Fx(x, y, z) = 2x, Fy(x, y, z) = −8y, และ Fz(x, y, z) = 2z, 
ดังนั้น

F(x, y, z) = 2xi−8yj+2zk และ F(2, 1, 4) = 4i−8j+8k
ตามสมการ (5), สมการของระนาบสัมผัสกับคือ 

Fx x0,y0,z0 x−x0 +Fy x0,y0,z0 y−y0 +Fz x0,y0,z0 z−z0 =0

4(x-2)-8(y-1)+8(z-4)=0 or 4x-8y+8z=32 หรือ x-2y+2z=8 



Curl and Divergence (เคิร์ล และไดเวอร์เจนซ์ )

• เว็คเตอร์ฟังก์ชัน 2 ตัวแปร และ 3 ตัวแปรจะถูกเรียกว่า สนามเว็คเตอร์

เคิร์ล ของสนามเว็คเตอร์ 𝐅 = 𝑃𝐢 + 𝑄𝐣 + 𝑅𝐤 คือสนามเว็คเตอร์ที่มีค่าเท่ากับ

ไดเวอร์เจนซ์ ของสนามเว็คเตอร์ 𝐅 = 𝑃𝐢 + 𝑄𝐣 + 𝑅𝐤 คือสเกลาร์ฟังก์ชันที่มีค่าเท่ากับ

𝛻 × 𝑭 = curl 𝐅 =
𝜕𝑅

𝜕𝑦
−

𝜕𝑄

𝜕𝑧
𝐢 +

𝜕𝑃

𝜕𝑧
−

𝜕𝑅

𝜕𝑥
𝐣 +

𝜕𝑄

𝜕𝑥
−

𝜕𝑃

𝜕𝑦
𝐤

𝛻 ∙ F = div 𝐅 =
𝜕𝑃

𝜕𝑥
+

𝜕𝑄

𝜕𝑦
+

𝜕𝑅

𝜕𝑧



Gradient (เกรเดียนท)์

•  Gradient of a Function

เกรเดียนทข์องสนามเว็คเตอร์ 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑃(𝑥, 𝑦)𝐢 + 𝑄(𝑥, 𝑦)𝐣 แทนดว้ยนิยาม ∇𝑓 



Curl and Divergence (เคิร์ล และไดเวอร์เจนซ)์



Double Integrals (อินทิกรัลสองชั้น)
❑ส ำหรับอนิทกิรัลเดี่ยว (Single integrals) ขอบเขตที่เรำท ำกำรหำปรพิันธ์จะเป็นชว่ง 

(interval) เสมอ 

❑แต่ส ำหรับ Double integrals  เรำต้องกำรที่จะหำปริพันธ์ของฟังก์ชันไม่เพียงแคบ่นรูป
สี่เหลี่ยมผืนผ้ำเทำ่นัน้ แต่ยังรวมถงึบนขอบเขตที่มีรูปร่ำงทั่วไปมำกขึ้นด้วย



ให้ z = 𝑓(𝑥, 𝑦) เป็นฟังก์ชันสองตัวแปรอยู่เหนือขอบเขต R ใดๆใน 2 มิติ ดังรูป ดังนั้นอินทิกรัลสองชั้น
ของ 𝑓 เหนือขอบเขต R มีค่าเท่ากับ

ඵ

𝑅

𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝐴 = 𝑙𝑖𝑚
𝑃 →0

෍

𝑖=1

𝑛

𝑓(𝑥𝑖
∗, 𝑦𝑖

∗) 𝛥𝐴𝑖

เมื่อ P  ของ partition P เข้าใกล้ศูนย์

Double Integrals (อินทิกรัลสองชั้น)



ตัวอย่าง จงประมาณค่า Double integral ׭R
4x3 + 6xy2 dA เหนือขอบเขตสี่เหล่ียมผืนผ้า 

R (ระนาบ XY) ดังรูปด้านขวามือ (׭𝑅
𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝐴 = 𝑙𝑖𝑚

𝑃 →0
σ𝑖=1

𝑛 𝑓(𝑥𝑖
∗, 𝑦𝑖

∗) 𝛥𝐴𝑖)

ඵ

𝑅

4𝑥3 + 6𝑥𝑦2 𝑑𝐴 ≅ ෍

𝑖=1

𝑛

(4𝑥𝑖
3 + 6𝑥𝑖𝑦𝑖

2) 𝛥𝐴𝑖

= 4(1.5)3+6(1.5)(0.5)2 ΔA1

+ 4(2.5)3+6(2.5)(0.5)2 ΔA2

+ 4(1.5)3+6(1.5)(−0.5)2 ΔA3

+ 4(2.5)3+6(2.5)(−0.5)2 ΔA4

+ 4(1.5)3+6(1.5)(−1.5)2 ΔA5

+ 4(1.5)3+6(1.5)(−1.5)2 ΔA6 ≈ 294

ඵ

𝑅

4𝑥3 + 6𝑥𝑦2 𝑑𝐴 = න

−2

1

න

1

3

4x3 + 6xy2 𝑑𝑥𝑑𝑦

= න

−2

1

ȁx4 + 3x2y2
3

1
𝑑𝑦

= න

−2

1

80 + 24𝑦2 𝑑𝑦 = ȁ80𝑦 + 8𝑦3
1

−2
= 312

(1.5,0.5) (2.5,0.5)

(1.5,-0.5)(2.5,-0.5)

(1.5,-1.5)(2.5,-1.5)

import numpy as np

from scipy import integrate

f = lambda x, y: 4 * x**3 + 6 * x * y**2

integrate.dblquad(f, -2, 1, 1, 3)



ตัวอย่าง จงหาค่า ׭𝑅
(𝑥 + 1) 𝑑𝐴 เหนือขอบเขต R ดังรูปด้านขวามือ

ඵ

𝑅

(𝑥 + 1)𝑑𝐴 = ඵ

𝑅1

(𝑥 + 1) 𝑑𝐴 + ඵ

𝑅2

(𝑥 + 1) 𝑑𝐴

= න

−2

2

න

1

2+
1
4𝑥2

(𝑥 + 1) 𝑑𝑦𝑑𝑥 + න

−1

1

න

−1−𝑦2

1+𝑦2

(𝑥 + 1) 𝑑𝑥𝑑𝑦

= න

−2

2

1 + 𝑥 +
𝑥2

4
+

𝑥3

4
𝑑𝑥 + න

−1

1

2 1 + 𝑦2 𝑑𝑦 =
16

3
+

16

3
=

32

3

Properties of Double Integrals 



Type II

Type I

න

𝑐

𝑑

න

ℎ1(𝑦)

ℎ2(𝑦)

𝑓 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑦 = න

𝑐

𝑑

න

ℎ1(𝑦)

ℎ2(𝑦)

𝑓 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥 𝑑𝑦

න

𝑎

𝑏

න

𝑔1(𝑥)

𝑔2(𝑥)

𝑓 𝑥, 𝑦 𝑑𝑦𝑑𝑥 = න

𝑎

𝑏

න

𝑔1(𝑥)

𝑔2(𝑥)

𝑓 𝑥, 𝑦 𝑑𝑦 𝑑𝑥

dx

dy

Double Integrals (อินทิกรัลสองชั้น)



ตัวอย่าง 1. จงหาค่า Double integral ׭R
ex+3ydA

เหนือขอบเขตที่ถูกจำกัดโดยกราฟ y = 1, y = 2, y = x และ y = −x + 5

ඵ

R

ex+3ydA = න

1

2

න

y

5−y

ex+3ydxdy = න

1

2

e5−y+3y − ey+3y dy

= න

1

2

e5+2y − e4y dy = ቉
e5+2y

2
−

e4y

4

2

1
=

e9

2
−

e8

4
−

e7

2
−

e4

4
≈ 2771.6

2. จงหาค่าปริมาตรของรูปทรงที่ถูกล้อมรอบด้วยกราฟต่อไปนี้ 2x + y + z = 6, x=0, y=0, z=0, first octant

ඵ

R

(6 − 2x − y)dydx = න

0

3

න

0

6−2x

(6 − 2x − y)dydx =
1

2
න

0

3

6 − 2x 2dx = ቤ
− 6 − 2x 3

12

3

0
= 18

Type II Region

import sympy as sp

x, y = sp.symbols('x y')

sp.integrate(sp.integrate(sp.exp(x+3*y),(x,y,5-y)),(y,1,2)).evalf()

dy

dx

import sympy as sp

x, y = sp.symbols('x y')

sp.integrate(sp.integrate(6-2*x-y,(y,0,6-2*x)),(x,0,3)).evalf()



ตัวอย่าง พิจารณาขอบเขตที่ถูกปิดล้อมด้วยกราฟ x2 + y2 = 4, z = 4 − y และ z = 0
ดังรูป จงหาปริมาตรที่ถูกปิดล้อม

import scipy.integrate as spi

import numpy as np

sol, _ = spi.dblquad(lambda x, y: 4 - y, -2, 2, 

                      lambda y: -np.sqrt(4 - y**2), 

                      lambda y: np.sqrt(4 - y**2))

print(sol)



ตัวอย่าง พิจารณาขอบเขตที่ถูกปิดล้อมด้วยกราฟ x2 + y2 = 4, y2 + z2 = 4 ดังรูป จงหาปริมาตรที่
ถูกปิดล้อม

import scipy.integrate as spi

import numpy as np

spi.dblquad(lambda x, y: np.sqrt(4 - y**2), 0, 2, 

                      lambda y: 0, 

                      lambda y: np.sqrt(4 - y**2))



การแปลงตัวแปรจากพิกัดฉากไปพิกัดเชิงขั้ว 
(Change of Variables: Rectangular to Polar Coordinates)

• Polar coordinates 𝑟, 𝜃  of a point are related to the 

rectangular coordinates (𝑥, 𝑦) by the equations

𝑥 = 𝑟 cos 𝜃 , 𝑦 = 𝑟 sin 𝜃 , 𝑥2 + 𝑦2 = 𝑟2

y'

x'

r

𝜃′



Cylindrical Coordinates (พิกัดทรงกระบอก)
Cylindrical coordinate system เป็นการรวม พิกดัขัว้ (polar) ของจดุบนระนาบ xy กบัพิกดัฉากเฉพาะแกน z 
ดงัแสดงในรูป พิกดัทรงกระบอก (Cylindrical coordinate )ของจดุ P ถกูแสดงโดย (𝑟, 𝜃, 𝑧)
 

การแปลงพกิัดทรงกระบอก ⟹พกิัดฉาก 
จากรูปดา้นบน พิกดัฉาก (𝑥, 𝑦, 𝑧) ของจดุ 𝑃 สามารถหาไดจ้ากพิกดัทรงกระบอก (𝑟, 𝜃, 𝑧) โดย

𝑥 = 𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝜃 , 𝑦 = 𝑟 𝑠𝑖𝑛 𝜃 , 𝑧 = 𝑧
การแปลงพกิัดฉาก ⟹พกิัดทรงกระบอก 
พิกดัฉาก (𝑥, 𝑦, 𝑧) แปลงไปเป็น พิกดัทรงกระบอก (𝑟, 𝜃, 𝑧)) โดย

𝑟2 = 𝑥2 + 𝑦2,  tan 𝜃 =
𝑦

𝑥
 , 𝑧 = 𝑧



ตวัอยา่ง

จงแปลง 8,
𝜋

3
, 7 = (𝑟, 𝜃, 𝑧) พิกดัทรงกระบอก ⟹ (𝑥, 𝑦, 𝑧) พิกดัฉาก

ดงันัน้ (8,
𝜋

3
, 7) ⟹ ( ณ4

𝑟𝑐𝑜𝑠𝜃

, ถ4 3
𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃

, ณ7
𝑧

) ในพิกดัฉาก 

 

Cylindrical Coordinates (พิกัดทรงกระบอก)



Spherical Coordinates (พิกัดทรงกลม)

การแปลงพกัิดทรงกลม ⟹พกัิดฉาก 
พิกดัทรงกลม (𝜌, 𝜙, 𝜃) แปลงไปเป็น พิกดัฉาก (𝑥, 𝑦, 𝑧) โดย
𝑥 = 𝑂𝑄 𝑐𝑜𝑠 𝜃 , 𝑦 = 𝑂𝑄 𝑠𝑖𝑛 𝜃 , 𝑧 = 𝑂𝑃 𝑐𝑜𝑠 𝜙 และจากรูป  𝑂𝑄 = 𝜌 𝑠𝑖𝑛 𝜙

𝑥 = 𝜌 𝑠𝑖𝑛 𝜙 𝑐𝑜𝑠 𝜃 , 𝑦 = 𝜌 𝑠𝑖𝑛 𝜙 𝑠𝑖𝑛 𝜃 , 𝑧 = 𝜌 𝑐𝑜𝑠 𝜙

การแปลงพกิัดฉาก ⟹พกัิดทรงกลม 
พิกดัพิกดัฉาก (𝑥, 𝑦, 𝑧) แปลงไปเป็นทรงกลม (𝜌, 𝜙, 𝜃) โดย

𝜌 = 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2,  ϕ = cos−1
𝑧

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2
, θ = tan−1

𝑦

𝑥



Converting Coordinates (การแปลงพิกัด)

การอนิทกิรัลสามชัน้ในระบบพกัิดทรงกลม (Triple Integrals in Spherical Coordinates)
จากรูป ปรมิาตรรูปลิ่มในระบบพิกดัทรงกลม (𝜌, 𝜙, 𝜃) ประมาณค่าไดเ้ป็น

𝑑𝑉 = 𝑊 × 𝐿 × 𝐻 = 𝑑𝜌 × 𝜌𝑑𝜙 × 𝜌 sin 𝜙 𝑑𝜃 = 𝜌2 sin 𝜙 𝑑𝜌𝑑𝜙𝑑𝜃

โดยทั่วไป การอินทิกรลัสามชัน้ในระบบพิกดัทรงกลม  จะอยู่ในรูป

ම

𝐷

𝐹(𝜌, 𝜙, 𝜃)𝑑𝑉 = න

𝛼

𝛽

න

𝑔1(𝜃)

𝑔2(𝜃)

න

𝑓1(𝜙,𝜃)

𝑓2(𝜙,𝜃)

𝐹(𝜌, 𝜙, 𝜃)𝜌2 sin 𝜙 𝑑𝜌𝑑𝜙𝑑𝜃

ตัวอย่าง

ปรมิาตรทรงกลม = න

0

2𝜋

න

0

𝜋

න

0

r

𝜌2 sin 𝜙 𝑑𝜌𝑑𝜙𝑑𝜃 = ቤ
𝜌3

3

r

0
ȁ− cos 𝜙 

𝜋

0
ȁ𝜃

2𝜋

0
=

r3

3
× 2 × 2𝜋

=
4𝜋r3

3



Converting Coordinates (การแปลงพิกัด)

ตัวอย่าง

จงแปลง (6,
𝜋

4
,

𝜋

3
)=(𝜌, 𝜙, 𝜃) พิกดัทรงกลม ⟹ พิกดัฉาก (𝑥, 𝑦, 𝑧)

และ พิกดัทรงกลม ⟹ พิกดัทรงกระบอก (𝑟, 𝜃, 𝑧)

𝜌 = 6, 𝜙 =
𝜋

4
, และ 𝜃 =

𝜋

3

ดงันัน้ (6,
𝜋

4
,

𝜋

3
) ⟹ 

3 2

2
,

3 6

2
, 3 2 ในพิกดัฉาก

(6,
𝜋

4
,

𝜋

3
) ⟹ (3 2,

𝜋

3
, 3 2) ในพิกดัทรงกระบอก 
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