
ทฤษฎีของสโตกส์ (Stokes’ Theorem)
• ทฤษฎีของสโตกส์(3D) คือ ทฤษฎีบทของกรีน(2D) แต่

เป็น 3มิติ

• ทฤษฎีของสโตกส ์กล่าวว่า อินทิกรัลตามเส้น 𝐶 รอบ
พื้นผิว 𝑆 ของ 𝐅 ตามทิศทางของเสน้สมัผัสเส้นโค้งมีค่า
เท่ากับอินทิกรัลตามผิวตลอด 𝑆 ของ 𝛁 × 𝐅 

ให้ 𝑆 เป็นพืน้ผิวท่ีเรยีบเป็นช่วงมีทิศทางเว็คเตอรต์ัง้ฉากพุ่งออกจากพืน้ผิว (Orientable) ถกูปิดลอ้มดว้ยเสน้โคง้
ปิด C ซึง่มีทิศทางเป็นบวก (ทวนเข็มนาฬิกา) และให ้𝐅 𝑥, 𝑦, 𝑧 = 𝑃 𝑥, 𝑦, 𝑧 𝐢 + 𝑄 𝑥, 𝑦, 𝑧 𝐣 

+ 𝑅 𝑥, 𝑦, 𝑧 𝐤 เป็นสนามเวค็เตอรซ์ึง่ 𝑃, 𝑄, 𝑅 และอนพุนัธย์่อย (
𝜕

𝜕𝑥
,

𝜕

𝜕𝑦
,

𝜕

𝜕𝑧
) ของพวกมนัตอ่เน่ือง 

(สามารถหาค่าได้) ทั่วบรเิวณพืน้ผิว S ดงันัน้

ර

𝑪

𝐅 ∙ 𝑑𝐫 = ර

𝑪

𝐅 ∙ 𝐓 𝑑𝑠 = ඵ

𝑺

𝛻 × 𝐅 ∙ 𝐧𝑑𝑆

โดยท่ี n คือเวค็เตอรห์นึ่งหน่วยท่ีตัง้ฉากกบัพืน้ผิว 𝑆 (ตามรูปมีทิศทางพุ่งออกจากหวัคนท่ีเดินตามเสน้โคง้ C)



ทฤษฎีของสโตกส์ (Stokes’ Theorem)

ตัวอย่าง จงหาค่า ׯ𝑪
𝐅 ∙ 𝑑𝐫 โดยท่ี 𝐅 𝑥, 𝑦, 𝑧 = −𝑦2𝐢 + 𝑥𝐣 + 𝑧2𝐤 และ C เป็นเสน้โคง้ที่

เกิดจากระนาบ 𝑦 + 𝑧 = 2 ตดักบัทรงกระบอก 𝑥2 + 𝑦2 = 1 ดงัรูป
จาก 𝐅 = −𝑦2𝐢 + 𝑥𝐣 + 𝑧2𝐤 เราสามารถหา 𝛻 × 𝐅 ไดด้งันี ้

𝛻 × 𝐅 =

𝐢 𝐣 𝐤
𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑧

−𝑦2 𝑥 𝑧2

= (1 + 2𝑦)𝐤

และเรารูว้่า   𝑔 𝑥, 𝑦, 𝑧 = 𝑦 + 𝑧 − 2 = 0 ดงันัน้เว็คเตอรห์น่วยทิศพุ่งขึน้ คือ

n =
𝛻g

𝛻g
=

j+k

2
      

ใชท้ฤษฎีของสโตกส ์  

ඵ

𝑆

∇ × 𝐅 ∙ 𝐧 𝑑𝑆 =
1

2
ඵ

𝑆

(1 + 2𝑦) 𝑑𝑆

=
1

2
ඵ

𝐷

(1 + 2𝑦) 2𝑑𝐴

= න

0

2𝜋

න

0

1

1 + 2 rsin 𝜃 𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃 = 𝜋

clear

syms z x y t r

F4 = [-y^2,x,z^2]

sigma = [r*cos(t),r*sin(t),2-y]

boundary=subs(sigma,r,1)

int(dot(subs(F4,[x,y,z],boundary),diff(boundary,t)),t,0,2*pi)

ndS=simplify(cross(diff(sigma,r),diff(sigma,t)))

curlF4=curl(F4,[x,y,z])

int(int(dot(curlF4,ndS),r,0,1),t,0,2*pi)

𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) = 2 − 𝑦
𝑓𝑥 𝑥, 𝑦 = 0
𝑓𝑦 𝑥, 𝑦 = −1



ทฤษฎีของสโตกส์ (Stokes’ Theorem)

ตัวอย่าง จงหาค่า ׯ𝑪
𝐅 ∙ 𝑑𝐫 โดยท่ี C เป็นเสน้ทางสามเหลี่ยมท่ีมีจดุยอดท่ี (1,0,0) (0,1,0) และ (0,0,1)

𝐅 𝑥, 𝑦, 𝑧 = (𝑥 + 𝑦2)𝐢 + (𝑦 + 𝑧2)𝐣 + (𝑧 + 𝑥2)𝐤

clear

syms x y z

plane=[x,y,1-x-y]

F = [x+y^2,y+z^2,z+x^2]

F = subs(F,[x,y,z],plane)

ndS = cross(diff(plane,x),diff(plane,y))

sol = int(int(dot(curl(F,[x,y,z]),ndS),y,0,1-x),x,0,1)



ทฤษฎีของสโตกส์ (Stokes’ Theorem)

ตัวอย่าง จงใชท้ฤษฎีของสโตกส ์หาคา่𝑆
∇ × 𝐅 ∙ 𝐧 𝑑𝑆 โดยท่ี  𝐅 𝑥, 𝑦, 𝑧 = 𝑥z𝐢 +

yz𝐣 + 𝑥𝑦𝐤 และ 𝑆 เป็นพื้นผิวที่เกิดจากทรงกลม 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 4 และทรงกระบอก 
𝑥2 + 𝑦2 = 1 ตัดกันดังรูป
จาก 𝐅 = 𝑥𝑧𝐢 + 𝑦𝑧𝐣 + 𝑥𝑦𝐤 เราสามารถหา 𝛻 × 𝐅 ไดด้งันี ้

𝛻 × 𝐅 =

𝐢 𝐣 𝐤
𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑧
𝑥𝑧 𝑦𝑧 𝑥𝑦

= 𝑥 − 𝑦 𝐢 + 𝑥 − 𝑦 𝐣

และเรารูว้่า 𝑔 𝑥, 𝑦, 𝑧 = 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 − 4 = 0
ดงันัน้ n คือ

n =
𝛻g

𝛻g
=

𝑥𝐢+𝑦𝐣+z𝐤 
2

 และ 𝑓 𝑥, 𝑦 = 𝑧 = 4 − 𝑥2 − 𝑦2

ใชท้ฤษฎีของสโตกส ์  

ඵ

𝑆

∇ × 𝐅 ∙ 𝐧 𝑑𝑆 =
1

2
ඵ

𝑆

𝑥 𝑥 − 𝑦 + 𝑦(𝑥 − 𝑦) 𝑑𝑆

= න

0

2𝜋

න

0

1

𝑟2 cos 2𝜃 𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃 = 0

clear

syms x y z t r

F = [x*z,y*z,x*y]

boundary = [r*cos(t),r*sin(t),sqrt(4-(r*cos(t))^2-(r*sin(t))^2)]

ndS=cross(diff(boundary,r),diff(boundary,t))

curlF=curl(F,[x,y,z])

sol = int(int(dot(curlF,ndS),r,0,1),t,0,2*pi)



เปรียบเทียบทฤษฎีของสโตกส์ กับ ทฤษฎีบทของกรีน
• ทฤษฎีบทของกรีน เป็นกรณีเฉพาะของทฤษฎีของสโตกส์ ในระนาบ 𝑥𝑦

𝐶ׯ
𝐅 ∙ 𝑑𝐫 = 𝐶ׯ

𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦 = 𝑆
𝛻 × 𝐅 ∙ 𝐧 𝑑𝑆 (สโตกส)์

กฏ: ถ้าเราเดินตาม 𝐶 ในทิศทางที่เป็นบวก พื้นผิว 𝑆 จะอยู่ด้านซ้ายมือเรา ดังน้ัน 𝐧 จะมีทิศพุ่งออกจากพื้นผิว (ชี้ข้ึน) ดังรูป

𝐶ׯ
𝐅 ∙ 𝑑𝐫 = 𝐶ׯ

𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦 = 𝑅

𝜕𝑄

𝜕𝑥
−

𝜕𝑃

𝜕𝑦
𝑑𝐴     (กรีน)

ตัวอย่างการเปรียบเทียบทฤษฎีของสโตกส์ กับ ทฤษฎีบทของกรีน 
ถ้า 𝑆 เป็นส่วนราบเรียบบนระนาบ 𝑥𝑦 ที่ถูกปิดล้อมด้วย 𝐶 ทิศทวนเข็มนาฬิกา ดังนั้น 

ර

𝐶

𝐅. 𝑑𝐫 = ර

𝐶

𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦 = ඵ

𝑠

𝛁 × 𝐅 ∙ 𝐤 𝑑𝑥𝑑𝑦

โดยทฤษฎีบทของกรีน 𝑅

𝜕𝑄

𝜕𝑥
−

𝜕𝑃

𝜕𝑦
𝑑𝐴 = 𝑠

𝛁 × 𝐅 ∙ 𝐧 𝑑𝑆 = 𝑅
𝛁 × 𝐅 ∙ 𝐤 𝑑𝑥𝑑𝑦 

ดังนั้น ทฤษฎีบทของสโตกส์ และกรีนมีค่าเท่ากัน
หมายเหตุ ทฤษฎีของสโตกส์ เรามีอิสระในการเลือกพื้นผิว 𝑆 ใดๆก็ได้ ที่ถูกปิดล้อมด้วย 𝐶 (𝐶=วงกลม 𝑆=ดิสก์, 
ครึ่งทรงกลม, กรวย เป็นต้น)
พิสูจน์ทฤษฎีของสโตกส์
1. ถ้า C และ S คือ ระนาบ xy ดังนั้น ทฤษฎีของสโตกส์=ทฤษฎีบทของกรีน 
2. ถ้า C และ S คือ ระนาบใดๆ  ดังนั้น ทฤษฎีของสโตกส์=ทฤษฎีบทของกรีน ในระนาบนั้นๆ 



พิสูจน์ทฤษฎีของสโตกส์ (Proof Stokes’ Theorem)

1. ด้านขวาของสมการ ทฤษฎขีองสโตกส์

ර

𝐶

𝐅 ∙ 𝑑𝐫 = ර

𝐶

𝐅 ∙ 𝐓 𝑑𝑆 = ඵ

𝑆

𝛁 × 𝐅 ∙ 𝐧𝑑𝑆

𝐅 = 𝑃 𝑥, 𝑦, 𝑧 𝐢 + 𝑄 𝑥, 𝑦, 𝑧 𝐣 + 𝑅 𝑥, 𝑦, 𝑧 𝐤

และสมการของพืน้ผิว S คือ 𝑧 = 𝑓 𝑥, 𝑦 หรอื 𝑧 − 𝑓 𝑥, 𝑦 = 0

𝛻 × F =
𝜕𝑅

𝜕𝑦
−

𝜕𝑄

𝜕𝑧
i +

𝜕𝑃

𝜕𝑧
−

𝜕𝑅

𝜕𝑥
j +

𝜕𝑄

𝜕𝑥
−

𝜕𝑃

𝜕𝑦
k

สมมตุิให ้g 𝑥, 𝑦, 𝑧 = 𝑧 − 𝑓 𝑥, 𝑦 = 0

n =
𝛻g

𝛻g
=

−
𝜕𝑓
𝜕𝑥

i −
𝜕𝑓
𝜕𝑦

j + 1k

1 +
𝜕𝑓
𝜕𝑥

2

+
𝜕𝑓
𝜕𝑦

2

ඵ

𝑆

𝛁 × 𝐅 ∙ 𝐧𝑑𝑆 = ඵ

𝑅

−
𝜕𝑅

𝜕𝑦
−

𝜕𝑄

𝜕𝑧

𝜕𝑓

𝜕𝑥
−

𝜕𝑃

𝜕𝑧
−

𝜕𝑅

𝜕𝑥

𝜕𝑓

𝜕𝑦
+

𝜕𝑄

𝜕𝑥
−

𝜕𝑃

𝜕𝑦
𝑑𝐴



พิสูจน์ทฤษฎีของสโตกส์ (Proof Stokes’ Theorem)

2. ด้านซ้ายของสมการ ทฤษฎขีองสโตกส์
 สมการ parametric representation of C คือ

𝑥 = 𝑥 𝑡 , 𝑦 = 𝑦 𝑡 , 𝑧 = 𝑓 𝑥 𝑡 , 𝑦 𝑡 , 𝑎 ≤ 𝑡 ≤ 𝑏

ර

𝐶

𝐅 ∙ 𝑑𝐫 = ර

𝐶

𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦 + 𝑅𝑑𝑧 = න

𝑎

𝑏

𝑃
𝑑𝑥

𝑑𝑡
+ 𝑄

𝑑𝑦

𝑑𝑡
+ 𝑅

𝜕𝑓

𝜕𝑥

𝑑𝑥

𝑑𝑡
+

𝜕𝑓

𝜕𝑦

𝑑𝑦

𝑑𝑡
𝑑𝑡 ← กฏลูกโซ่

= ර

𝐶𝑥𝑦−𝑝𝑙𝑎𝑛𝑒

𝑃 + 𝑅
𝜕𝑓

𝜕𝑥
𝑑𝑥 + 𝑄 + 𝑅

𝜕𝑓

𝜕𝑦
𝑑𝑦

= ඵ

𝑅

𝜕 𝑄 + 𝑅
𝜕𝑓
𝜕𝑦

𝜕𝑥
−

𝜕 𝑃 + 𝑅
𝜕𝑓
𝜕𝑥

𝜕𝑦
𝑑𝐴  ← ทฤษฎีบทของกรีน



พิสูจน์ทฤษฎีของสโตกส์ (Proof Stokes’ Theorem)

1. พจน์แรกของสมการ ทฤษฎีบทของกรีน

𝜕 𝑄 + 𝑅
𝜕𝑓
𝜕𝑦

𝜕𝑥
=

𝜕 𝑄 𝑥, 𝑦, 𝑓 𝑥, 𝑦 + 𝑅 𝑥, 𝑦, 𝑓 𝑥, 𝑦
𝜕𝑓
𝜕𝑦

𝜕𝑥
 

=
𝜕𝑄

𝜕𝑥
+

𝜕𝑄

𝜕𝑧

𝜕𝑓

𝜕𝑥
+ 𝑅

𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑦
+

𝜕𝑓

𝜕𝑦

𝜕𝑅

𝜕𝑥
+

𝜕𝑅

𝜕𝑧

𝜕𝑓

𝜕𝑥
=

𝜕𝑄

𝜕𝑥
+

𝜕𝑄

𝜕𝑧

𝜕𝑓

𝜕𝑥
+ 𝑅

𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑦
+

𝜕𝑅

𝜕𝑥

𝜕𝑓

𝜕𝑦
+

𝜕𝑓

𝜕𝑦

𝜕𝑅

𝜕𝑧

𝜕𝑓

𝜕𝑥

2.    พจน์ที่สองของสมการ ทฤษฎีบทของกรีน

𝜕 𝑃 + 𝑅
𝜕𝑓
𝜕𝑥

𝜕𝑦
= −

𝜕 𝑃 𝑥, 𝑦, 𝑓 𝑥, 𝑦 + 𝑅 𝑥, 𝑦, 𝑓 𝑥, 𝑦
𝜕𝑓
𝜕𝑥

𝜕𝑦

= −
𝜕𝑃

𝜕𝑦
−

𝜕𝑃

𝜕𝑧

𝜕𝑓

𝜕𝑦
− 𝑅

𝜕2𝑓

𝜕𝑦𝜕𝑥
−

𝜕𝑓

𝜕𝑥

𝜕𝑅

𝜕𝑦
+

𝜕𝑅

𝜕𝑧

𝜕𝑓

𝜕𝑦
= −

𝜕𝑃

𝜕𝑦
−

𝜕𝑃

𝜕𝑧

𝜕𝑓

𝜕𝑦
− 𝑅

𝜕2𝑓

𝜕𝑦𝜕𝑥
−

𝜕𝑅

𝜕𝑦

𝜕𝑓

𝜕𝑥
−

𝜕𝑓

𝜕𝑥

𝜕𝑅

𝜕𝑧

𝜕𝑓

𝜕𝑦

= ඵ

𝑅

𝜕 𝑄 + 𝑅
𝜕𝑓
𝜕𝑦

𝜕𝑥
−

𝜕 𝑃 + 𝑅
𝜕𝑓
𝜕𝑥

𝜕𝑦
𝑑𝐴 = ඵ

𝑅

−
𝜕𝑅

𝜕𝑦
−

𝜕𝑄

𝜕𝑧

𝜕𝑓

𝜕𝑥
−

𝜕𝑃

𝜕𝑧
−

𝜕𝑅

𝜕𝑥

𝜕𝑓

𝜕𝑦
+

𝜕𝑄

𝜕𝑥
−

𝜕𝑃

𝜕𝑦
𝑑𝐴



ตัวอย่าง ก าหนดให ้𝑆 เป็นสว่นของทรงกระบอก 𝑧 = 1 − 𝑥2 ส าหรบั 0 ≤ 𝑥 ≤ 1, −2 ≤ 𝑦 ≤ 2 จงพิสจูน ์ 
Stokes’ theorem ส าหรบัสนามเว็คเตอร ์𝐅 = 𝑥𝑦𝐢 + 𝑦𝑧𝐣 + 𝑥𝑧𝐤 สมมตุิให ้𝑆 เป็น surface ดา้นบน

ตามรูป 𝑆 คือ เสน้โคง้ 𝐶 ประกอบดว้ย 𝐶1, 𝐶2, 𝐶3, 𝐶4 และ บรเิวณ 𝑅 แสดงดงัรูป

ทฤษฎีของสโตกส์ (Stokes’ Theorem)



Surface Integral จาก 𝐅 = 𝑥𝑦𝐢 + 𝑦𝑧𝐣 + 𝑥𝑧𝐤 เราสามารถหา 𝛻 × 𝐅 ไดด้งันี ้

𝛻 × 𝐅 =

𝐢 𝐣 𝐤
𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑧
𝑥𝑦 𝑦𝑧 𝑥𝑧

= −𝑦𝐢 − 𝑧𝐣 − 𝑥𝐤

และเรารูว้่า   𝑔 𝑥, 𝑦, 𝑧 = 𝑧 + 𝑥2 − 1 = 0 เป็นทรงกระบอก ดงันัน้เว็คเตอรห์น่วยทิศพุ่งขึน้ คือ

n =
𝛻g

𝛻g
=

2𝑥i+k

4𝑥2+1
      

ดงันัน้  𝑆
curl 𝐅 ∙ 𝐧 𝑑𝑆 = 𝑆

−2𝑥𝑦−𝑥

4𝑥2+1
𝑑𝑆 =

𝑅
(−2𝑥𝑦 − 𝑥) 𝑑𝐴 = 0

1
2−

2
−2𝑥𝑦 − 𝑥 𝑑𝑦𝑑𝑥 = − 2

ทฤษฎีของสโตกส์ (Stokes’ Theorem)

clear

syms x y z t r

F = [x*y,y*z,x*z]

boundary = [x,y,1-x^2]

ndS=cross(diff(boundary,x),diff(boundary,y))

curlF=curl(F,[x,y,z])

sol = int(int(dot(curlF,ndS),x,0,1),y,-2,2)



Line Integral จาก ׯ𝑪
= 𝑪𝟏

+ 𝑪𝟐
+ 𝑪𝟑

+ 𝑪𝟒
บน 𝑪𝟏: 𝒙 = 𝟏, 𝒛 = 𝟎, 𝒅𝒙 = 𝟎, 𝒅𝒛 = 𝟎 ดังน้ัน

න

𝑪𝟏

𝑦 0 + 𝑦 0 𝑑𝑦 + 0 = 0

บน 𝑪𝟐: 𝒚 = 𝟐, 𝒛 = 𝟏 − 𝒙𝟐, 𝒅𝒚 = 𝟎, 𝒅𝒛 = −𝟐𝒙𝒅𝒙 ดังน้ัน

න

𝑪𝟐

2𝑥𝑑𝑥 + 2 1 − 𝑥2 0 + 𝑥(1 − 𝑥2)(−2𝑥𝑑𝑥) = න

𝟏

𝟎

(2𝑥 + 2𝑥4 − 2𝑥2)𝑑𝑥 = −
11

15

บน 𝑪𝟑: 𝒙 = 𝟎, 𝒛 = 𝟏, 𝒅𝒙 = 𝟎, 𝒅𝒛 = 𝟎 ดังน้ัน

න

𝑪𝟑

0 + 𝑦𝑑𝑦 + 0 = න

2

−2

𝑦𝑑𝑦 = 0

บน 𝑪𝟒: 𝒚 = −𝟐, 𝒛 = 𝟏 − 𝒙𝟐, 𝒅𝒚 = 𝟎, 𝒅𝒛 = −𝟐𝒙𝒅𝒙 ดังน้ัน

න

𝑪𝟒

−2𝑥𝑑𝑥 − 2 1 − 𝑥2 0 + 𝑥(1 − 𝑥2)(−2𝑥𝑑𝑥) = න

𝟎

𝟏

(−2𝑥 + 2𝑥4 − 2𝑥2)𝑑𝑥 = −
19

15

ดงันัน้𝑪𝟏
+ 𝑪𝟐

+ 𝑪𝟑
+ 𝑪𝟒

= −
11

15
−

19

15
= −2



ตัวอย่าง จงหาคา่ ׯ𝐶
𝑧𝑑𝑥 + 𝑥𝑑𝑦 + 𝑦𝑑𝑧 โดยท่ี 𝐶 

คือเสน้ทางของทรงกระบอก 𝑥2 + 𝑦2=1 ในระนาบ y + 𝑧 = 2
ถา้ 𝐶 วนรอบในทิศทวนเข็มนาฬิกา

จากโจทย ์𝐅 = 𝑧𝐢 + 𝑥𝐣 + 𝑦𝐤 ดงันัน้ เราสามารถหา 𝛻 × 𝐅 ไดด้งันี ้

𝛻 × 𝐅 =

𝐢 𝐣 𝐤
𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑧
𝑧 𝑥 𝑦

= 𝐢 + 𝐣 + 𝐤

จากทิศทางการวนรอบ 𝐶 สอดคลอ้งกบัผิวดา้นบนของ surface 𝑆 และเรารูว้่า   𝑔 𝑥, 𝑦, 𝑧 =
𝑦 + 𝑧 − 2 = 0 เป็นระนาบ ดงันัน้เว็คเตอรห์น่วยทิศพุ่งขึน้ คือ

n =
𝛻g

𝛻g
=

j+k

2
      

ර

𝐶

𝐅 ∙ 𝑑𝐫 = ඵ

𝑆

curl 𝐅 ∙ 𝐧 𝑑𝑆 = ඵ

𝑆

i + j + k . (
j + k

2
) 𝑑𝑆

= 2 ඵ

𝑆

𝑑𝑆 = 2 ඵ

𝑅

2 𝑑𝐴 = 2𝜋

clear

syms x y z t r

F = [z,x,y]

boundary = [r*cos(t),r*sin(t),2-r*sin(t)]

ndS=cross(diff(boundary,r),diff(boundary,t))

curlF=curl(F,[x,y,z])

sol = int(int(dot(curlF,ndS),r,0,1),t,0,2*pi)



Check it?

ตัวอย่าง จงใช ้Stokes’ theorem หาคา่ ׯ𝐶
𝐅 ∙ 𝑑𝐫 โดยท่ี 𝐶 วนในทิศทวนเข็มนาฬิกา

𝐅 = 𝑧2𝑦 cos 𝑥𝑦 𝐢 + 𝑧2𝑥 1 + cos 𝑥𝑦 𝐣 + 2𝑧 sin 𝑥𝑦 𝐤 โดย 𝐶 มีขอบเขตเป็น ระนาบ 𝐳 = 𝟏 − 𝒚 

ර
𝐶

𝐅 ∙ 𝑑𝐫 = ර
𝐶1

𝐅 ∙ 𝑑𝐫 + ර
𝐶2

𝐅 ∙ 𝑑𝐫 + ර
𝐶3

𝐅 ∙ 𝑑𝐫 + ර
𝐶4

𝐅 ∙ 𝑑𝐫 = 0 + 0 + 0 + ර
𝐶4

2𝑧2 1 + cos 2𝑦 𝑑𝑦 + 2𝑧 sin 2𝑦 𝑑𝑧

= න

0

1

2(1 − 𝑦)2 1 + cos 2𝑦 𝑑𝑦 − 2 1 − 𝑦 sin 2𝑦 𝑑𝑦 = න

0

1

2(1 − 𝑦)2 1 + cos 2𝑦 𝑑𝑦 − 2 1 − 𝑦 sin 2𝑦 𝑑𝑦 =
2

3

clear

syms x y z

F = [y*z^2*cos(x*y),x*z^2+x*z^2*cos(x*y),2*z*sin(x*y)]

boundary = [x,y,1-y]

ndS=cross(diff(boundary,x),diff(boundary,y))

curlF=curl(F,[x,y,z])

sol = int(int(subs(dot(ndS,curlF),boundary),y,0,1),x,0,2)

sol = sol(3)

https://www.symbolab.com/solver/definite-integral-calculator/int_%7b0%7d%5e%7b1%7d%20/left(2/left(1-y/right)%5e%7b2%7d/left(1+cos2y/right)-2/left(1-y/right)sin2y/right)dy


Check it?

ตัวอย่าง จงใชท้ฤษฎีสโตกส ์หาคา่ 𝑆
𝛻 × 𝐅 ∙ 𝐧𝑑𝑆 สมมตุิว่า 𝑆 มีทิศพุ่งขึน้

𝐅 = 2𝑥𝑦2𝑧 𝐢 + 2𝑥2𝑦𝑧 𝐣 + 𝑥2𝑦2 − 6𝑥 𝐤 โดย 𝑆 เป็นสว่นของระนาบ 𝐳 = 𝒚 ซึ่งอยู่ภายในทรงกระบอกที่
มีฐานเป็นสมการวงกลม 𝑥2 + 𝑦2 = 1

ර
𝐶

𝐅 ∙ 𝑑𝐫 = ර
𝐶1

2𝑥𝑦2𝑧 𝑑𝐱 + 2𝑥2𝑦𝑧 𝑑𝐲 + 𝑥2𝑦2 − 6𝑥 𝑑𝒛

= න

0

2𝜋

−2 cos 𝑡 sin3 𝑡 sin 𝑡  𝑑𝑡 + 2 cos2 𝑡 sin2 𝑡 cos 𝑡 𝑑𝑡 + (

)

cos2 𝑡 sin2 𝑡

− 6 cos 𝑡 cos 𝑡 𝑑𝑡 = න

0

2𝜋

−2 cos 𝑡 sin4 𝑡 + 3 cos3 𝑡 sin2 𝑡 − 6 cos2 𝑡 𝑑𝑡 = −6𝜋

clear

syms x y z r t

F = [2*x*y^2*z,2*x^2*y*z,x^2*y^2-6*x]

boundary = [r*cos(t),r*sin(t),r*sin(t)]

ndS=cross(diff(boundary,r),diff(boundary,t))

curlF=curl(F,[x,y,z])

sol = int(int(subs(dot(ndS,curlF),boundary),r,0,1),t,0,2*pi)

sol = sol(3)

https://www.symbolab.com/solver/definite-integral-calculator/int_%7b0%7d%5e%7b1%7d%20/left(2/left(1-y/right)%5e%7b2%7d/left(1+cos2y/right)-2/left(1-y/right)sin2y/right)dy


ทฤษฎีของสโตกส์ (Stokes’ Theorem)



HW



• การประยุกต์ใช้งานการอินทิกรัลสามชั้น
– หาปริมาตรของรูปทรงตัน (Volume of solids)

– หามวลของรูปทรงตัน (Mass of solids)

– หาโมเมนล าดับหนึ่งและสอง(โมเมนความเฉื่อย) ของรูปทรงตัน (First and 

second moments of solids)

– หาโคออดิเนทจุดศูนย์กลางมวล (Coordinates of center of mass)

– หาจุดเซนทรอยด์ของรูปทรงตัน (Centroid of solids)

อินทิกรัลสามชั้น (Triple Integrals)





Center of Mass (Application)

ตัวอย่าง รูปทรงอยู่ในออกแตนทท่ี์ 1 และถกูจ ากดัขอบเขตดว้ยกราฟทรงกรวย 𝑧 = 𝑥2 + 𝑦2 , ระนาบ 𝑧 = 1
, 𝑥 = 0 และ 𝑦 = 0 จงหาจดุศนูยก์ลางมวล ถา้ความหนาแน่นของรูปทรงดงักลา่วมีค่าเท่ากบั 𝜌 𝑟, 𝜃, 𝑧 = 𝑟

จากโจทย ์สมการของกรวยคือ 𝑧 = 𝑥2 + 𝑦2 = 𝑟 ดงันัน้จากรูป

𝑚 = ම

𝐷

𝑟𝑑𝑉 = න

0

𝜋
2

න

0

1

න

𝑟

1

𝑟 𝑑𝑧 𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃  

= න

0

𝜋
2

න

0

1

𝑟2𝑧
1
𝑟

𝑑𝑟𝑑𝜃 = න

0

𝜋
2

න

0

1

(𝑟2 − 𝑟3)𝑑𝑟𝑑𝜃

=
𝜋

24

clear

syms x y z r t 

answer = int(int(int(r^2,z,r,1),r,0,1),t,0,pi/2)



Center of Mass (Application)

clear

syms x y z r t 

Mxy = int(int(int(z*r^2,z,r,1),r,0,1),t,0,pi/2)

Mxz = int(int(int(sin(t)*r^3,z,r,1),r,0,1),t,0,pi/2)

Myz = int(int(int(cos(t)*r^3,z,r,1),r,0,1),t,0,pi/2)

First Moments: The first moments of the solid



Center of Mass (Application)

clear

syms x y z r t 

Ix = int(int(int(r^4*sin(t)^2+r^2*z^2,z,r,1),r,0,1),t,0,pi/2)

Second moments, or Moments of Inertia

𝐼𝑥 = ම

𝐷

𝑟2 sin2 𝜃 + 𝑧2 𝑟2𝑑𝑧𝑑𝑟𝑑𝜃 = න

0

𝜋/2

න

0

1

න

𝑟

1

𝑟4 sin2 𝜃 + 𝑟2𝑧2 𝑑𝑧𝑑𝑟𝑑𝜃

= න

0

𝜋/2

න

0

1

𝑧𝑟4 sin2 𝜃 +
𝑟2𝑧3

3
𝑟

1

𝑑𝑟𝑑𝜃 = න

0

𝜋/2

න

0

1

𝑟4 − 𝑟5 sin2 𝜃 +
𝑟2

3
−

𝑟5

3
𝑑𝑟𝑑𝜃

= න

0

𝜋/2

൩
𝑟5

5
−

𝑟6

6
sin2 𝜃 +

𝑟3

9
−

𝑟6

18
0

1

𝑑𝜃 = න

0

𝜋/2
1

30
sin2 𝜃 +

1

18
𝑑𝜃

= න

0

𝜋/2
1

30

1 − cos 2𝜃

2
+

1

18
𝑑𝜃 = ൩

1

30

𝜃

2
−

sin 2𝜃

4
+

𝜃

18
0

𝜋/2

=
𝜋

120
+

𝜋

36
=

13𝜋

360



Center of Mass (Application)

clear

syms x y z r t 

Iy = int(int(int(r^4*cos(t)^2+r^2*z^2,z,r,1),r,0,1),t,0,pi/2)

Second moments, or Moments of Inertia

𝐼𝑦 = ම

𝐷

𝑟2 cos2 𝜃 + 𝑧2 𝑟2𝑑𝑧𝑑𝑟𝑑𝜃 = න

0

𝜋/2

න

0

1

න

𝑟

1

𝑟4 cos2 𝜃 + 𝑟2𝑧2 𝑑𝑧𝑑𝑟𝑑𝜃

= න

0

𝜋/2

න

0

1

𝑧𝑟4 cos2 𝜃 +
𝑟2𝑧3

3
𝑟

1

𝑑𝑟𝑑𝜃 = න

0

𝜋/2

න

0

1

𝑟4 − 𝑟5 cos2 𝜃 +
𝑟2

3
−

𝑟5

3
𝑑𝑟𝑑𝜃

= න

0

𝜋/2

൩
𝑟5

5
−

𝑟6

6
cos2 𝜃 +

𝑟3

9
−

𝑟6

18
0

1

𝑑𝜃 = න

0

𝜋/2
1

30
cos2 𝜃 +

1

18
𝑑𝜃

= න

0

𝜋/2
1

30

1 + cos 2𝜃

2
+

1

18
𝑑𝜃 = ൩

1

30

𝜃

2
+

sin 2𝜃

4
+

𝜃

18
0

𝜋/2

=
𝜋

120
+

𝜋

36
=

13𝜋

360



Center of Mass (Application)

clear

syms x y z r t 

Iz = int(int(int((r^2*cos(t)^2+r^2*sin(t)^2)*r^2,z,r,1),r,0,1),t,0,pi/2)

Second moments, or Moments of Inertia

𝐼𝑧 = ම

𝐷

𝑟2 sin2 𝜃 + 𝑟2 cos2 𝜃 𝑟2𝑑𝑧𝑑𝑟𝑑𝜃 = න

0

𝜋/2

න

0

1

න

𝑟

1

𝑟4𝑑𝑧𝑑𝑟𝑑𝜃 = න

0

𝜋/2

න

0

1

ሿ𝑧𝑟4
𝑟
1 𝑑𝑟𝑑𝜃

= න

0

𝜋/2

න

0

1

𝑟4 − 𝑟5 𝑑𝑟𝑑𝜃 = න

0

𝜋/2


𝑟5

5
−

𝑟6

6
0

1

𝑑𝜃 = න

0

𝜋/2
1

30
𝑑𝜃 =

𝜋

60



การเปลี่ยนล าดับของการอินทิกรัล
0

6
0

(4−
2𝑥

3
)

0

(3−
𝑥

2
−

3𝑦

4
)

𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑧𝑑𝑦𝑑𝑥    ⇒  𝑑𝑦𝑑𝑥𝑑𝑧 
ตามรูปดา้นลา่ง บรเิวณ 𝐷 เป็นสว่นที่อยู่ในออกแตนทท่ี์ 1 ซึ่งถกูปิดลอ้มดว้ยระนาบของโคออดิเนททัง้หมด 3 ระนาบ และ
ระนาบสดุทา้ยคือ 2𝑥 + 3𝑦 + 4𝑧 = 12 จากรูป (b) และ ตารางสรุปไดว้่า 

න

0

6

න

0

(4−
2𝑥
3 )

න

0

(3−
𝑥
2−

3𝑦
4 )

𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑧𝑑𝑦𝑑𝑥 = න

0

3

න

0

(6−2𝑧)

න

0

(4−
2𝑥
3 −

4𝑧
3 )

𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝑑𝑦𝑑𝑥 𝑑𝑧

Order of Integration First Integration Second Integration Third Integration

𝑑𝑧𝑑𝑦𝑑𝑥
0 ถึง 3 −

𝑥

2
−

3𝑦

4 
0 ถึง 4 −

2𝑥

3

0 ถึง 6

𝑑𝑦𝑑𝑥𝑑𝑧
0 ถึง 4 −

2𝑥

3
−

4𝑧

3 

0 ถึง 6 − 2𝑧 0 ถึง 3



clear

syms x y z

answer1 = int(int(int(1,z,0,4),y,x^3,8),x,0,2)

answer2 = int(int(int(1,x,0,y^(1/3)),z,0,4),y,0,8)

answer3 = int(int(int(1,y,x^3,8),x,0,2),z,0,4)

ตัวอย่าง จงแสดงการหา ล าดบัของการอินทิกรลัปรมิาตรของรูปท่ีก าหนดให้

= න

0

2

න

𝑥3
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clear

syms x y z

answer1 = int(int(int(1,x,z^2,2-z),z,0,1),y,0,3)

answer2 = int(int(int(1,y,0,3),x,z^2,2-z),z,0,1)

answer3 = int(int(int(1,z,0,x^0.5),x,0,1),y,0,3)+...

    int(int(int(1,z,0,2-x),x,1,2),y,0,3)



ตวัอย่าง จงหาปรมิาตรของรูปทรงท่ีอยู่ในออกแตนทท่ี์ 1 ซึ่งถกูจ ากดัขอบเขตดว้ย 𝑧 = 1 − 𝑦2, 𝑦 = 2𝑥, และ 𝑥 = 3

 ระนาบ 𝑥𝑦 ในรูป คือบรเิวณของ Type II ดงันัน้ เราอินทิกรลัเทียบกบั 𝑥 จาก
y

2
 ถึง 3 ในสว่นการอินทิกรลัขัน้สดุทา้ย

เทียบกบั 𝑦 จาก 0 ถึง 1 ดงันัน้
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clear

syms x y z

answer = int(int(int(1,z,0,1-y^2), x, y/2,3),y,0,1)



ตวัอย่าง จงหาปรมิาตรท่ีเกิดจากการตดักนัของพาราโบลอยด ์𝑧 = 𝑥2 + 𝑦2 และ 𝑧 = 4 − 𝑥2 − 𝑦2

1. อินทิกรัลทั่วบริเวณ  D, ล าดับแรกเราอินทิกรัลเทียบกับ 𝑧 ดังน้ัน 
2. ให้ 𝑥 และ 𝑦 อยู่คงที่, เพิ่มค่า 𝑧 เราจะได้เส้นตามแนวตั้ง 
3. ใส่ค่าลิมิตของการอินทิกรัลที่เหลือ (ใน xy-coordinates หรือ polar coordinates) ดังนั้นคือการรวมทุกเส้นในแนวต้ังที่ตัดกับ

บริเวณ D. นั่นหมายความว่าคุณท า double integral ทั่วบริเวณ R ในระนาบ xy (โดยที่ D ถูกฉายลงมาบนระนาบ xy)

𝑧 = 𝑥2 + 𝑦2

𝑧 = 4 − 𝑥2 − 𝑦2

4

X Y

Z

𝑉 = ම

𝐷

𝑑𝑉 = න

− 2

2

න

− 2−𝑦2

2−𝑦2

න

𝑥2+𝑦2

4−𝑥2−𝑦2

𝑑𝑧 𝑑𝑥 𝑑𝑦

= න

0

2𝜋

න

0

2

න

𝑟2

4−𝑟2

𝑑𝑧 𝑟𝑑𝑟 𝑑𝜃 = න

0

2𝜋

න

0

2

𝑧 4 − 𝑟2

𝑟2 𝑟𝑑𝑟 𝑑𝜃

= න

0

2𝜋

න

0

2

4 − 2𝑟2 𝑟𝑑𝑟 𝑑𝜃 = න

0

2𝜋

2𝑟2 −
𝑟4

2
2

0
𝑑𝜃 = 4𝜋

2 = 𝑥2 + 𝑦2
D

R

clear

syms x y z

answer = int(int(int(1,...

    z,x^2+y^2,4-x^2-y^2),...

    x,-sqrt(2-y^2),sqrt(2-y^2)),...

    y,-sqrt(2),sqrt(2))



ตวัอย่าง จงหาปรมิาตรท่ีอยู่ภายใน 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 1 แต่อยู่ภายนอกทรงกรวย 𝑥2 + 𝑦2 = 𝑧2
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syms rho phi theta

answer = 2*int(int(int(rho^2*sin(phi),rho,0,1),phi,pi/4,pi/2),theta,0,2*pi)
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พิกัดทรงกระบอก (Cylindrical Coordinates)
Cylindrical coordinate system เป็นการรวม พิกดัขัว้ (polar) ของจดุบนระนาบ xy กบัพิกดัฉากเฉพาะแกน z 
ดงัแสดงในรูป พิกดัทรงกระบอก (Cylindrical coordinate )ของจดุ P ถกูแสดงโดย (𝑟, 𝜃, 𝑧)
 

การแปลงพกิัดทรงกระบอก ⟹พกิัดฉาก 
จากรูปดา้นบน พิกดัฉาก (𝑥, 𝑦, 𝑧) ของจดุ 𝑃 สามารถหาไดจ้ากพิกดัทรงกระบอก (𝑟, 𝜃, 𝑧) โดย

𝑥 = 𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝜃 , 𝑦 = 𝑟 𝑠𝑖𝑛 𝜃 , 𝑧 = 𝑧
การแปลงพกิัดฉาก ⟹พกิัดทรงกระบอก 
พิกดัฉาก (𝑥, 𝑦, 𝑧) แปลงไปเป็น พิกดัทรงกระบอก (𝑟, 𝜃, 𝑧)) โดย

𝑟2 = 𝑥2 + 𝑦2,  tan 𝜃 =
𝑦

𝑥
 , 𝑧 = 𝑧



พิกัดทรงกระบอก (Cylindrical Coordinates)

ตวัอยา่ง
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อินทิกรัลสามชั้นในพิกัดทรงกระบอก 
(Triple Integrals Cylindrical Coordinates)
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พิกัดทรงกลม (Spherical Coordinates)

การแปลงพกิัดทรงกลม ⟹พกิัดฉาก 
พิกดัทรงกลม (𝜌, 𝜙, 𝜃) แปลงไปเป็น พิกดัฉาก (𝑥, 𝑦, 𝑧) โดย
𝑥 = 𝑂𝑄 𝑐𝑜𝑠 𝜃 , 𝑦 = 𝑂𝑄 𝑠𝑖𝑛 𝜃 , 𝑧 = 𝑂𝑃 𝑐𝑜𝑠 𝜙 และจากรูป  𝑂𝑄 = 𝜌 𝑠𝑖𝑛 𝜙

𝑥 = 𝜌 𝑠𝑖𝑛 𝜙 𝑐𝑜𝑠 𝜃 , 𝑦 = 𝜌 𝑠𝑖𝑛 𝜙 𝑠𝑖𝑛 𝜃 , 𝑧 = 𝜌 𝑐𝑜𝑠 𝜙

การแปลงพกิัดทรงกลม ⟹พกิัดทรงกระบอก 
พิกดัทรงกลม (𝜌, 𝜙, 𝜃) แปลงไปเป็น พิกดัทรงกระบอก (𝑟, 𝜃, 𝑧) โดย

𝑟 = 𝜌 𝑠𝑖𝑛 𝜙 ,  𝜃 = 𝜃, 𝑧 = 𝜌 𝑐𝑜𝑠 𝜙



การแปลงพิกัด (Converting Coordinates)

ตัวอย่าง

จงแปลง (6,
𝜋

4
,

𝜋

3
)=(𝜌, 𝜙, 𝜃) พิกดัทรงกลม ⟹ พิกดัฉาก (𝑥, 𝑦, 𝑧)

และ พิกดัทรงกลม ⟹ พิกดัทรงกระบอก (𝑟, 𝜃, 𝑧)
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การแปลงพิกัด (Converting Coordinates)

การแปลงพกัิดฉาก ⟹พกัิดทรงกลม 
พิกดัพิกดัฉาก (𝑥, 𝑦, 𝑧) แปลงไปเป็นทรงกลม (𝜌, 𝜙, 𝜃) โดย

𝜌 = 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2,  ϕ = cos−1
𝑧

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2
, θ = tan−1

𝑦

𝑥

การอนิทกิรัลสามชัน้ในระบบพกัิดทรงกลม (Triple Integrals in Spherical Coordinates)
จากรูป ปรมิาตรรูปลิ่มในระบบพิกดัทรงกลม (𝜌, 𝜙, 𝜃) ประมาณค่าไดเ้ป็น

𝑑𝑉 = 𝑊 × 𝐿 × 𝐻 = 𝑑𝜌 × 𝜌𝑑𝜙 × 𝜌 sin 𝜙 𝑑𝜃 = 𝜌2 sin 𝜙 𝑑𝜌𝑑𝜙𝑑𝜃

โดยทั่วไป การอินทิกรลัสามชัน้ในระบบพิกดัทรงกลม  จะอยู่ในรูป
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Ex. Volume of Sphere with Radius R

clear

syms rho phi theta R

answer = 

int(int(int(rho^2*sin(phi),rho,0,R),

phi,0,pi),theta,0,2*pi)

× ณ𝐿
𝜌 sin 𝜙𝑑𝜃

× ณ𝐻
𝑑𝜌

ณ𝑊
𝜌𝑑𝜙
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